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Résumé

L’imagerie moléculaire occupe une place majeure dans le domaine de la recherche préclinique.
Parmi lesmodalités existantes, les techniques optiques fondées sur la détectiond’un rayonnement
visible ou proche infrarouge sont les plus récentes et sont principalement représentées par les
méthodes de tomographie optique de luminescence. Ces méthodes permettent une caractérisa-
tion 3D d’un milieu biologique par la reconstruction de cartes de concentration ou la localisation
de marqueurs luminescents sensibles à des processus biologiques et chimiques se déroulant à
l’échelle de la cellule ou de la molécule.

La tomographie de luminescence se fonde sur un modèle de propagation de la lumière dans les
tissus, un protocole d’acquisition du signal en surface du milieu et une procédure numérique
d’inversion de ces mesures afin de reconstruire les paramètres d’intérêts. Ce travail de thèse
s’articule donc autour de ces trois axes et apporte un élément de réponse à chacun des problèmes.
L’objectif principal de cette étude est d’introduire et de présenter des outils d’évaluation des
performances théoriques d’une méthode de tomographie optique. L’un des aboutissements
majeurs est la réalisation de reconstructions tomographiques expérimentales à partir d’images
acquises par un imageur optique conçu pour l’imagerie planaire 2D et développé par la société
Quidd.

Dans un premier temps nous abordons la théorie du transport en milieu diffusant afin de poser
les concepts et outils sur lesquels vont s’appuyer l’ensemble des travaux. Nous présentons
particulièrement deux modèles de propagation différents ainsi que les méthodes de résolution
et les difficultés théoriques qui leur sont liées. Dans une deuxième partie nous introduisons
les outils statistiques utilisés pour caractériser les systèmes tomographiques et leur résolution
potentielle. Nous définissonsune procédure et nous l’appliquons à l’étude de quelques situations
simples en tomographie de luminescence. La dernière partie de ce travail présente la mise au
point d’une procédure d’inversion. Après avoir présenté le cadre théorique dans lequel cette
procédure s’inscrit nous la validons à partir de données numériques avant de l’appliquer avec
succès à des mesures expérimentales.

Mots-clés: Optique des tissus; Tomographie; Diffusion; Problème inverse; Statistiques; Transfert
Radiatif





Abstract

Molecular imaging is a major modality in the field of preclinical research. Among the exist-
ing methods, techniques based on optical detection of visible or near infrared radiation are the
most recent and are mainly represented by luminescence optical tomography techniques. These
methods allow for 3D characterization of a biological medium by reconstructing maps of con-
centration or localisation of luminescent beacons sensitive to biological and chemical processes
at the molecular or cellular scale.

Luminescence optical tomography is based on a model of light propagation in tissues, a protocol
for acquiring surface signal and a numerical inversion procedure used to reconstruct the param-
eters of interest. This thesis is structured around these three axes and provides an answer to each
problem. The main objective of this study is to introduce and present the tools to evaluate the
theoretical performances of optical tomography methods. One of its major outcomes is the reali-
sation of experimental tomographic reconstructions from images acquired by an optical imager
designed for 2D planar imaging and developed by the company Quidd.

In a first step we develop the theory of transport in scattering medium to establish the concept
on which our work will rely. We present two different propagation models as well as resolution
methods and theoretical difficulties associated with them. In a second part we introduce the
statistical tools used to characterise tomographic systems. We define and apply a procedure to
simple situations in luminescence optical tomography. The last part of this work presents the
development of an inversion procedure. After introducing the theoretical frameworkwe validate
the procedure fromnumerical data before successfully applying it to experimentalmeasurements.

Keywords: Tissue Optics; Tomography; Scattering; Inverse Problem; Statistics; Radiative Trans-
fer; Diffusion





Table des matières

Introduction xi

I Imagerie moléculaire optique 1
I.1 Atouts et défis de l’imagerie optique du petit animal . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

I.1.1 L’imagerie in vivo du petit animal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
I.1.2 Défis liés à l’utilisation du rayonnement visible . . . . . . . . . . . . . . . . 3
I.1.3 Atouts de l’imagerie optique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

I.2 La tomographie par optique diffuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
I.2.1 Trois types de contraste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
I.2.2 Trois régimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
I.2.3 Les agents de contraste fluorescents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
I.2.4 Multi-modalité : l’avenir de la tomographie optique ? . . . . . . . . . . . . 11

I.3 Les acteurs du domaine de l’imagerie moléculaire optique du petit animal . . . . 12
I.3.1 Tour d’horizon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
I.3.2 Quidd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

I.4 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

A Propagation de la lumière dans les milieux biologiques 15

II Transport en milieu diffusant 17
II.1 Équation de Transfert Radiatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

II.1.1 Grandeurs photométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
II.1.2 Caractériser un milieu complexe en transfert radiatif . . . . . . . . . . . . . 19
II.1.3 Démonstration phénoménologique de l’ETR - Bilan d’énergie . . . . . . . 21
II.1.4 Résoudre l’ETR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

II.2 Approximation de la Diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
II.2.1 Approximation P1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
II.2.2 Loi de Fick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
II.2.3 Equation de diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

II.3 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

III Résolution de l’équation de diffusion en géométrie complexe 31
III.1 Fonctions de Green et conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

III.1.1 Résolution en milieu infini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
III.1.2 Longueur d’extrapolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
III.1.3 Condition nulle et Méthodes des Images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

III.2 Densité d’énergie en surface d’un milieu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
III.2.1 Intégrales de Surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
III.2.2 Approximation de Kirchhoff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
III.2.3 Lien avec la Méthode des Images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

III.3 Nature du signal mesuré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



viii Table des matières

III.4 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

B Prévision des performances théoriques d’une méthode tomographique 45

IV Analyse de Cramér-Rao pour la tomographie optique 47
IV.1 La tomographie, un problème d’inférence statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

IV.1.1 Un premier exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
IV.1.2 Formalisation générale de la problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
IV.1.3 Caractéristiques d’un estimateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
IV.1.4 Vraisemblance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

IV.2 Inégalité de Cramér-Rao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
IV.2.1 Cas scalaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
IV.2.2 Cas vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

IV.3 Choix du modèle de bruit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
IV.3.1 Modèle de bruit additif gaussien centré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
IV.3.2 Modèle de bruit de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
IV.3.3 Discussion et interprétation simple de la BCR . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

IV.4 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

V Analyse de la précision sur la localisation d’une source luminescente en régime
stationnaire 61

V.1 Localisation d’une source pour une géométrie crânienne simplifiée . . . . . . . . 62
V.2 Influence de la géométrie de détection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

V.2.1 Géométries et modèle de propagation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
V.2.2 Calcul des précisions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
V.2.3 Résultats et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

V.3 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

VI Influence du régime d’acquisition sur la localisation d’une source fluorescente 71
VI.1 Influence du mode de détection/excitation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

VI.1.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
VI.1.2 Expression du signal de fluorescence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
VI.1.3 Calcul de la borne de Cramér-Rao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
VI.1.4 Résultats et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

VI.2 Apport de la résolution temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
VI.2.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
VI.2.2 Calcul de la BCR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
VI.2.3 Comparaison des régimes statique et temporel . . . . . . . . . . . . . . . . 79
VI.2.4 Influence du temps de vie sur la précision en régime temporel . . . . . . . 79
VI.2.5 Régimes statique ou temporel : un choix délicat . . . . . . . . . . . . . . . . 81
VI.2.6 Synthèse et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

C Localisation de sources par tomographie optique non-contact 85

VII Introduction aux problèmes inverses 87
VII.1 Un problème mal posé et mal conditionné ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

VII.1.1 Problème bien posé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
VII.1.2 Solution et inverse généralisées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
VII.1.3 Conditionnement d’une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

VII.2 Inférence statistique, inversion et optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89



Table des matières ix

VII.2.1 Inversion directe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
VII.2.2 Inversion par optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

VII.3 Optimisation quadratique régularisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
VII.3.1 Approche pénalisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
VII.3.2 Régularisation implicite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

VII.4 Une approche itérative particulière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
VII.4.1 Techniques de reconstruction algébriques et grandient conjugué . . . . . . 93
VII.4.2 Méthode SSU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

VII.5 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

VIIIReconstructions sur données numériques 97
VIII.1 Présentation du modèle étudié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

VIII.1.1 L’échantillon test numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
VIII.1.2 Paramétrisation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
VIII.1.3 Les mesures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
VIII.1.4 Le modèle direct . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

VIII.2 La procédure d’inversion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
VIII.2.1 Initialisation de la procédure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
VIII.2.2 Optimisation du critère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

VIII.3 Localisation de sources ponctuelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
VIII.3.1 Localisation d’une source unique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
VIII.3.2 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
VIII.3.3 Localisation de plusieurs sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
VIII.3.4 Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

VIII.4 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

IX Reconstructions sur données expérimentales : premières validations 115
IX.1 Présentation du protocole expérimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

IX.1.1 Le Quidd Optical System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
IX.1.2 L’échantillon test et la source . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
IX.1.3 Acquisition et traitement des images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

IX.2 Modèle direct et calibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
IX.3 La procédure d’inversion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

IX.3.1 Création du maillage intérieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
IX.3.2 Génération de la matrice H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
IX.3.3 Réduction du volume de reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
IX.3.4 Optimisation du critère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

IX.4 Premières reconstructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
IX.4.1 Reconstructions à partir de 150 voxels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
IX.4.2 Reconstructions à partir du site le plus probable . . . . . . . . . . . . . . . 125

IX.5 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
IX.6 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

Conclusion 129

Références 131





Introduction

Avec 320 000 nouveaux cas décelés en 2005 en France, 146 000 décès la même année, pour plus
de 80% de cas supplémentaires depuis 19802, le cancer constitue l’un des plus importants

problèmes de santé publique actuels et la lutte anticancer constitue l’un des axes majeurs de
la recherche biomédicale française et internationale. Aux enjeux sanitaires et humains, viennent
s’ajouter des enjeux économiques, liés aux coût parfois très élevés des traitements anticancéreux.
Ainsi un calcul parut dans le Journal of National Cancer Institute (Chevassus-au-Louis 2009) montre
que rallonger de quelques semaines la vie des 550 000 Américains qui meurent chaque année
du cancer en les traitant à l’aide de nouvelles biothérapies coûterait 440 milliards de dollars
par an. Ces enjeux de société ne concernent pas que l’oncologie mais aussi la recherche sur
d’autres maladies comme les pathologies cardiovasculaires ou neurodégénératives comme la
maladie d’Alzheimer. Il est alors aisé de comprendre l’importance des enjeux scientifiques qui
en découlent.

Les récents progrès en génétique ont permis une meilleure compréhension des processus biolo-
giques et chimiques sous-jacents à ces pathologies et ont ainsi contribué au développement de
l’imagerie moléculaire, modalité permettant la détection et le suivi de ces processus à l’échelle
moléculaire et cellulaire. Aux côtés des techniques existantes que sont par exemple l’imagerie
par résonnance magnétique (IRM) ou les techniques nucléaires, l’imagerie moléculaire optique
a connu ces 20 dernières années un développement important, dont l’un des signes les plus
visibles est sans doute l’émergence de la tomographie par optique diffuse. La recherche précli-
nique se concentrant principalement sur l’expérimentation animale, les méthodes d’imagerie se
développent autour du petit animal comme les souris. La faible dimension spatiale des systèmes
étudiés ainsi que les atouts intrinsèques à la tomographie optique permettent à celle-ci d’apporter
une contribution scientifique majeure à la recherche biologique et médicale sur les pathologies
évoquées plus haut. Cette importance se manifeste aussi dans le secteur industriel avec l’appa-
rition de plusieurs sociétés spécialisées en imagerie optique. Société française fondée en 2000, à
l’origine du financement de cette thèse, Quidd a pour ambition de devenir un acteur majeur de la
recherche préclinique en France grâce au développement de technologies innovantes en imagerie
moléculaire optique, et en tomographie optique plus particulièrement.

La tomographie optique permet la caractérisation 3D de tissus biologiques en profondeur. Pour
cela les tissus sont sollicités en différents points et un signal optique est mesuré à plusieurs
endroits en surface du sujet étudié. Cette modalité a connu un essor technologique important,
en particulier depuis les années 2000 grâce aux progrès réalisés en chimie dans le domaine de
la synthèse de marqueurs fluorescents. Ces marqueurs sont des entités biochimiques sensibles, à
différents degrés, à un processus biologique particulier.

La tomographie optique présente donc plusieurs difficultés. La première est liée à lamodélisation
de la propagation de la lumière dans les tissus. Très tôt la difficulté liée au caractère diffusant
des tissus a été soulevée et lever ce verrou est l’un des principaux axes de recherche en imagerie
optique. Le choix des grandeursmesurées et la façonde les acquérir constituent un autre problème

2Chiffres tirés de (Chevassus-au-Louis 2009)
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de la tomographie optique. Le contenu informationnel de ces mesures est en particulier décisif
pour l’évaluation de paramètres caractéristiques des tissus en profondeur et non accessibles à la
mesure directe. Cette caractérisation est l’enjeu du dernier problème. Comment en effet estimer
ces paramètres à l’aide d’acquisitions faites en surface uniquement ?

L’objectif de cette thèse est double. Il s’agit d’apporter un élément de réponse à la triple problè-
matique que constitue la tomographie par optique diffuse, puis de prouver la faisabilité d’une
recontruction tomographique sur un appareil d’imagerie commerciel existant. Cette thèse, finan-
cée par la société Quidd, s’articule ainsi autour de neuf chapitres répartis en trois parties.

Le chapitre I n’est rattaché à aucune partie. Il constitue le prolongement de cette introduction en
présentant plus précisément la tomographie par optique diffuse ainsi que les notions importantes,
les enjeux et les défis qui y sont liés.

La partie A est centrée sur la résolution du premier problème évoqué plus haut et la modélisa-
tion de la propagation lumineuse en milieux biologiques. Le chapitre II introduit les modèles
physiques couramment utilisés pour décrire la propagation de la lumière dans des milieux dif-
fusants commes les tissus biologiques. Il présente ainsi l’équation de transfert radiatif et son
approximation la plus connue, l’équation de diffusion. Il décrit aussi brièvement les problèmes
mathématiques qui en découlent. Le chapitre III se concentre sur l’équation de diffusion et sa
résolution pour différentes géométries avant d’aborder les problèmes que ce modèle induit sur
la description théorique des mesures.

La partie B se concentre sur le contenu informationnel des mesures effectuées en tomographie
optique de luminescence. Elle utilise pour cela un cadre probabiliste appliqué au cas particulier
de la localisation de sources ponctuelles dans un milieu diffusant. Cette partie a deux objectifs
principaux : estimer les limites de résolution théoriques etmettre enplace des outils permettant de
prévoir et d’évaluer les performances théoriques des méthodes tomographiques afin de pouvoir
les comparer et les optimiser. Le chapitre IV décrit ce cadre et les outils qui en découlent. Il
est en particulier centré sur les notions d’estimateurs et de modèle de bruit. Le chapitre V
applique ces outils à un cas particulier de sources que sont les sources bioluminescentes ou
chemiluminescentes dans le cadre de l’imagerie du cerveau du petit animal à travers le crâne.
Dans ce chapitre nous nous intéressons en particulier à l’effet de la géométrie de détection sur
la précision des localisations. Enfin le chapitre VI est axé sur un autre type de sources que sont
les sources fluorescentes. Nous y regardons en particulier l’influence du régime d’acquisition, en
comparant les régimes statique et temporel.

Dernière partie de ce manuscript, la partie C est orientée sur la résolution du dernier problème,
l’inversion des mesures pour permettre une reconstruction 3D de certains paramètres comme la
position ou l’intensité de sources situées en profondeur dans les tissus. Le chapitre VII constitue
une introduction au domaine des problèmes inverses. Sans être exhaustif, il présente les outils et
notionsutilisés dans la suite de lapartie. Le chapitreVIIIprésente uneprocédured’inversionqui a
étémise en place à partir des outils présentés au chapitre précédent. Cette procédure est testée sur
des données générées numériquement. Elle est centrée sur un algorithme particulier appartenant
à une catégorie encore peu utilisée en tomographie optique mais s’avère très prometteur. Enfin le
chapitre IX conclue cette thèse. Nous y démontrons en particulier la capacité de notre procédure
à inverser des images expérimentales et à localiser une source lumineuse située en profondeur
dans un échantillon test diffusant. Nous prouvons ainsi la possibilité de mettre en place une
fonctionnalité de tomographie sur l’imageur de la société Quidd.
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Il existe plusieurs façons d’aborder l’imagerie biomédicale et de classifier les différentes tech-
niques existantes (en fonctiondu typede rayonnementutilisé, du typede systèmesbiologiques

étudiés, de leur finalité, ...). Une manière de procéder consiste à regrouper les modalités en deux
grandes catégories : l’imagerie anatomique et l’imagerie fonctionelle. L’objectif des techniques
anatomiques est d’obtenir des informations morphologiques d’un sujet d’étude, généralement
par l’intermédiaire de la mesure de différences de contraste entre les structures anatomiques du
sujet. L’imagerie fonctionnelle, d’un autre côté, cible des processus chimiques, biologiques ou
physiologiques pouvant se produire à différentes échelles. Dans cette dernière famille, l’imagerie
moléculaire est une technique qui a connu un développement important en particulier grâce aux
progrès réalisés en génétique. Son champ d’action concerne les processus se déroulant à l’échelle
de la cellule ou de la molécule. Les « images » obtenues par ce biais sont donc très différentes
de celles obtenues par imagerie anatomique et nécessitent souvent une connaissance a priori des
phénomènes observés et un post traitement des données conséquent.

Bien que le domaine de l’imagerie moléculaire soit largement dominé par les modalités magné-
tiques (IRM pour Imagerie pour Résonnance Magnétique) ou nucléaires (SPECT pour single-
photon emission computed tomography, PET pour positron emission tomography), l’imagerie optique
connait ces 20 dernières années un essor croissant, en particulier pour l’imagerie in vivo du petit
animal. Dans ce chapitre nous introduisons rapidement les enjeux de l’imagerie optique, puis
nous présentons la tomographie par optique diffuse et ses différentes facettes.

I.1 Atouts et défis de l’imagerie optique du petit animal

I.1.1 L’imagerie in vivo du petit animal

L’imagerie du petit animal regroupe un ensemble de techniques centrées sur l’observation d’ani-
maux de petite taille, généralement des rongeurs, et plus particulièrement des souris ou des
rats. L’intérêt porté à ces techniques est principalement motivé (Hielscher 2005) par les progrès
réalisés dans le domaine de la manipulation génétique des petits animaux. Ces manipulations
permettent en particulier de mettre au point des modèles de pathologies humaines (comme cer-
tains cancers) et de les transposer sur ces animaux. L’utilisation de ces modèles permet alors
de lier des gênes, protéines ou enzymes spécifiques à des processus cellulaires ou moléculaires
sous-jacents à ces pathologies. Les progrès réalisés en chimie dans le domaine de la synthèse de
marqueurs biochimiques sont un autre élémentmoteur de l’imagerie du petit animal. Demanière
simplifiée un marqueur - aussi appelé sonde - est une structure chimique complexe sensible à
un processus biochimique particulier et permettant de détecter l’apparition et de suivre l’évolu-
tion de ce processus. Il est ainsi possible, par exemple, de caractériser l’action d’un médicament
ou de déceler une pathologie au niveau moléculaire avant l’apparition de symptômes phénoty-
piques visibles. L’intérêt de ce type d’imagerie est évident pour le domaine pharmaceutique et
pré-clinique, les enjeux sanitaires, économiques et scientifiques étant importants.

Le caractère in vivo est aussi primodial à plusieurs titres. Tout d’abord cela évite le sacrifice des
animaux (comme l’obligeraient des études histologiques) et facilite ainsi les études longitudinales,
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permettant un suivi dans le temps de l’évolution d’une maladie ou d’un traitement. L’utilisation
d’unmême animal permet aussi de limiter les erreurs dues à la variabilité interindividuelle. Enfin
l’utilisation d’un nombre plus réduit d’animaux autorise une diminution des coûts des études et
une amélioration de leur rapidité. La mise au point d’une technique d’imagerie non invasive est
donc capitale, et explique le succès recontré par l’imagerie optique.

I.1.2 Défis liés à l’utilisation du rayonnement visible

L’utilisation de la lumière visible en imagerie biomédicale n’est pas récente. Ainsi la microscopie
est utilisée en biologie et en médecine depuis le xviième et a connu un développement impor-
tant conduisant à l’apparition de plusieurs modalités comme la microscopie de fluorescence, la
microscopie à deux photons, la microscopie confocale, la tomographie par cohérence optique,
etc. Dans cette thèse nous nous intéresserons exclusivement à l’imagerie de milieux optiquement
épais appelés aussimilieux diffusants.Nousparlerons d’imagerie optique diffuse. Là nonplus, l’idée
d’utiliser la lumière pour faire l’imagerie de ce type de milieu n’est pas nouvelle. Il est en effet
courant d’attribuer la paternité de l’utilisation de la lumière pour sonder les tissus biologiques
épais au médecin britannique Richard Bright qui en 1831 observa la tête d’un patient hydrocé-
phale à la bougie (Selb 2005). Cependant dans les années 1980 l’imagerie optique diffuse laisse la
communauté médicale relativement sceptique. La conclusion d’Edwar A. Sickles concernant la
détection du cancer du sein est par exemple sans appel (Sickles 1984)

« ... Clearly, transillumination is not an acceptable substitute for mammography in the
detection and diagnosis of breast cancer. Therefore, the current commercial promotion of
transillumination seems to be premature. »

Cette réaction est principalement due aux faibles résolutions spatiales obtenues alors avec les
méthodes optiques (Sickles 1984)

« ... the major limiting factor in breast transillumination, impaired resolution due to light
scattering... »

Cette faible résolution est généralement attribuée à deux phénomènes : l’absorption et la diffusion
de la lumière par les tissus. Cependant, comme nous le verrons dans la partie B, cette conclusion
doit être relativisée.

La diffusion

Les tissus biologiques sont bien connus pour leur caractère diffusant. Dans une approche corpus-
culaire de la lumière il est possible de dire que les photons ne s’y propagent pas nécessairement
en ligne droite, ils peuvent être déviés. Ces déviations sont dues aux différences d’indice de
réfraction à l’échelle microscopique (Beuthan et al. 1996). Il est courant de distinguer trois ré-
gimes de propagation (Fig. I.1) : le régime ballistique, le régime serpentile et le régime diffusif,
correspondant à différentes fréquences d’occurence des évènements de diffusion. Ainsi le régime
ballistique correspond au cas où aucune diffusion n’a affecté la propagation du rayonnement.
En régime serpentile seuls quelques évènements de diffusion se sont produits mais ceux-ci ne
sont pas suffisamment nombreux pour faire perdre au rayonnement l’information de sa direction
initale. Enfin le régime diffusif correspond aux situations où le nombre d’évènements de diffusion
est important, le rayonnement a alors perdu la plupart de ses caractéristiques initiales (direction,
polarisation,...)

Le caractère diffusif d’un milieu est lié à la longueur d’onde du rayonnement s’y propageant,
ainsi les photonsX (1pm-10nm) se propagent-ils demanière ballistique dans les tissus biologiques
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Figure I.1 – Différents régimes de transport en milieux diffusants

alors que les photons visibles (400nm-800nm) sont fortement diffusés et auront perdu la mémoire
de leur direction initiale après avoir traversé quelques millimètres de tissus. Tout l’enjeu de
l’imagerie optique diffuse est donc de s’affranchir de ce phénomène.

L’absorption

L’absorption est responsable de la diminution du signal. Elle peut être vue comme une conversion
de l’énergie électromagnétique en énergie thermique. Dans les tissus biologiques trois compo-
sants sont principalement responsables de l’extinction du signal par absorption : l’hémoglobine,
l’eau et la mélanine (Wang et Wu 2007). Leur spectre d’absortion permet alors de définir une
fenêtre, appelée fenêtre thérapeutique optique, pour laquelle l’absorption globale des tissus est
relativement faible. Comme le montre la figure I.2, celle-ci se situe entre 600nm et 1.1µm. Les
rayonnements utilisés en imagerie optique se situent donc principalement dans cette gamme de
longueurs d’onde. Enfin il faut noter que l’absorption n’est pas en pratique la limitation majeure
lorsque l’on travaille dans la fenêtre thérapeutique, le phénomène étant généralement 10 à 100
fois moins important que la diffusion dans les sytèmes biologiques qui nous intéressent (Cheong
et al. 1990).

Figure I.2 – Absorption dans les tissus biologiques, inspiré de (Wang et Wu 2007)

Nous reviendrons sur les notions d’absorption et de diffusion dans le cadre de la théorie du
transport présentée au chapitre suivant.
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I.1.3 Atouts de l’imagerie optique

Depuis le milieu des années 1990 l’imagerie optique des milieux diffusants connait un second
souffle. Plusieurs raisons peuvent expliquer cette tendance.

Tout d’abord, le caractère non invasif des méthodes optiques diffusives. En effet celles-ci re-
posent sur une imagerie depuis la surface du sujet étudié. Il n’est donc pas nécessire d’intervenir
physiquement sur le sujet. De plus les faibles énergies des rayonnements mis en jeu en optique
(quelques eV) les rendent particulièrement inoffensifs en comparaison de l’imagerie par rayons
X (plusieurs dizaines de keV) ou de l’imagerie nucléaire (plusieurs centaines de keV pour le PET
et le SPECT).

Un autre élément en faveur de l’optique est le faible coût de ces techniques. Le développement
des capteurs à base de semiconducteurs (de type CCD ou CMOS) et celui des laser ont largement
contribué à rendre ces technologies accessibles et bon marché. Ainsi un imageur optique du petit
animal coûte actuellement entre 50000 et 200000 e soit environ 2 à 3 fois moins qu’un appareil
d’imagerie nucléaire ou magnétique.

Enfin les progrès des technologies de l’information et de la photonique ont permis d’améliorer
la faible résolution spatiale mise en évidence par E. Sickles. La solution consiste à éclairer le
milieu et à collecter la lumière en un grand nombre de positions (tomographie). L’ensemble de
ces éléments ont contribué à l’émergence de la tomographie par optique diffuse qui, depuis les
années 2000, connait un essor considérable comme l’atteste la figure I.3.
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Figure I.3 –Nombre de publications par année associées au sujet Diffuse Optical Tomography et recensées
par le site ISI Web of Knowledge (http://apps.isiknowledge.com/) depuis 1995

I.2 La tomographie par optique diffuse

Présentée de manière schématique la tomographie par optique diffuse consiste à caractériser un
milieu en 3D en estimant un ensemble de paramètres à partir d’une série de mesures réalisées en
surface. Cette caractérisation passe généralement par la construction de cartes 3D de propriétés
du milieu étudié. La tomographie par optique diffuse désigne en fait un ensemble riche et varié
de modalités pouvant être classées selon différents critères comme la nature des mesures ou le
mode d’acquisition de ces dernières.

D’un point de vue théorique la problématique de la tomographie optique consiste à résoudre un
triple problème :

• un problème direct
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• un problème d’instrumentation

• un problème inverse.

Connaissant la nature des paramètres à estimer et le mécanisme d’observation, résoudre le
problème direct consiste à établir une description mathématique des mesures observées. Ce
modèle doit être assez précis pour fournir une description correcte des phénomènes physiques
mis en jeu mais assez simple pour se prêter à un traitement numérique efficace.

Le problème d’instrumentation implique des choix sur la nature des mesures. Ces dernières
doivent contenir le plus d’information possible afin de pouvoir répondre à la problématique
d’imagerie dans les meilleurs conditions.

L’exploitationde cesmesures est l’enjeude la résolutionduproblème inverse.Ce typedeproblème
apparaît dans toute situation où les paramètres d’intérêt ne sont pas directement accessibles par
la mesure. Il s’agit de mettre en place une procédure numérique permettant de remonter à ces
paramètres à partir du modèle et des mesures.

Dans la suite de cette thèse, la notion de problème direct englobera souvent le problème direct
proprement dit et le problème d’instrumentation.

I.2.1 Trois types de contraste

La tomographie par optique diffuse repose sur la mesure d’un contraste optique, ou de la per-
turbation d’un signal, dû à la présence d’un élément appelé agent de contraste. Suivant la nature
de cet agent, il est possible de distinguer trois modalités dont la figure I.4 donne un schéma de
principe.

(a) Tomographie par optique diffuse
« classique »

(b) Tomographie optique de fluores-
cence

(c) Tomographie op-
tique de chemilumines-
cence/bioluminescence

Figure I.4 – Schéma de principe des trois modalités de tomographie par optique diffuse en fonction de la
nature des agents de contraste utilisés

Tomographie par optique diffuse « classique »

La première modalité utilise des agents de contraste que nous qualifierons de passifs. Généra-
lement endogènes, c’est-à-dire initialement présents dans le sujet d’étude, ces agents perturbent
un signal lumineux dirigé vers le milieu et mesuré en surface par une série de détecteurs. Illumi-
nation et détection se font donc à la même longueur d’onde. Cette perturbation est généralement
provoquée par une hétérogénéité dont les propriétés d’absorption et/ou de diffusion sont diffé-
rentes du milieu ambiant. Le principe de cette modalité est celle de la transillumination décriée
par E. Sickles et consiste donc à reconstituer une carte d’absorption ou de diffusion du milieu.
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Dans la littérature c’est cette modalite qui est désignée par l’expression tomographie par optique
diffuse ou diffusive optical tomography (DOT) en anglais.

Cette technique estmajoritairement appliquée à l’humain et utilisée pour la détectionde tumeurs,
en particulier pour le dépistage du cancer du sein (Hebden et al. 1997) (Jiang et al. 2009). En effet,
une tumeur est une structure biologique fortement vascularisée. Cet apport sanguin supplémen-
taire modifie les propriétés d’absorption des tissus tumoraux par rapport à celles des tissus sains.
Cette différence d’absorption estmesurable optiquement et permet ainsi une détection et un diag-
nostique de la maladie avec des résultats se rapprochant de ceux obtenus par mammographie à
rayons X (Taroni et al. 2005). Plusieurs sociétés dont Philips, Siemens et Carl Zeiss ont mis au
point des prototypes de mammographes optiques commerciaux dans les années 1990 mais les
performances restaient insuffisantes pour concurrencer les autres techniques (Gibson et al. 2005).
La société AdvancedResearch Technologies commercialise son imageur SoftScan depuis 2008.

La DOT est encore appliquée à l’étude de l’activité cérébrale ou de certaines articulations (Gibson
et al. 2005)

Tomographie par optique diffuse de fluorescence

La seconde modalité met en jeu des agents de contraste qui seront dits actifs, c’est-à-dire qu’ils
ne se contentent plus simplement de perturber le signal, ils le produisent. En tomographie par
optique diffuse de fluorescence (ou fluorescence diffuse optical tomography, fDOT, en anglais) ces
agents sont des molécules fluorescentes, ou fluorophores.

La fluorescence est un phénomène par lequel une molécule est élevée à un état excité grâce à
l’absorption de lumière (on parle alors d’excitation lumineuse) puis retourne à son état fonda-
mental en restituant une partie de l’énergie reçue sous forme d’émission lumineuse. Excitation et
émission se font donc à deux longueurs d’onde différentes, l’émission étant décalée vers le rouge
(basses énergies) par rapport à l’excitation.

Une molécule fluorescente peut être caractérisée par trois paramètres :

• sa section efficace d’absorption, qui mesure le pouvoir absorbant du fluorophore ; plus sa
section efficace sera grande, plus un fluorophore est susceptible d’être excité

• son efficacité quantique, qui décrit la probabilité qu’a une molécule excitée de se désexciter
de manière radiative (par émission d’un photon)

• son temps de vie, qui correspond au temps moyen pendant lequel la molécule restera
dans son état excité. Il s’agit donc du temps moyen que mettra la molécule pour émettre un
photon, c’est pour celaquenousparlerons aussi parfois de tempsde réponsedufluorophore.

La table I.1 donne les caractéristiques pour un exemple de fluorophore, la Cyanine 5.5.

nom
section efficacité temps maximum maximum
efficace quantique de vie d’excitation d’emission

Cy5.5 10�14cm2 0.3% 1ns 675 nm 694 nm

Table I.1 – Caractéristiques de la Cyanine 5.5 selon le site http://www.iss.com/resources/
fluorophores.html

Le but est alors ici de reconstruire une carte soit de concentration en fluorophores soit de temps de
vie et/ou d’efficacité quantique. Les sources d’excitation utilisées sont généralement des sources
laser et la détection se fait à l’aide de filtres passe-bande afin de séparer les longueurs d’ex-
citation et d’émission des fluorophores. Deux configurations sont principalement employées :
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l’épi-illumination, pour laquelle l’excitation et la détection se font dumême côté du sujet d’étude
et la trans-illumination, pour laquelle émission et détection sont de part et d’autre du sujet.

Les fluorophores peuvent être endogènes ou exogènes, c’est-à-dire ajoutés artificiellement dans le
milieu. Notons une première difficulté liée à cette technique. Les tissus contiennent naturellement
des fluorophores endogènes comme l’élastine ou le collagène (WrightCell imaging Facility ) ou
bien comme la chlorophylle contenue dans l’alimentation de certains animaux. Bien que le spectre
d’excitation de ces fluorophores soit principalement centré dans le bleu ou le vert, un niveau
élevé du signal d’excitation couplé à une mauvaise mise en œuvre du protocole expérimental
peut générer un signal de fluorescence parasite des tissus nommé autofluorescence. Plusieurs
solutions existent afin de limiter ces émissions parasites : adapter l’alimentation des animaux,
utiliser des filtres passe-bande de bonne qualité, se placer en trans-illumination, ...

Les méthodes fDOT se sont principalement développées depuis les années 2000 (cf Fig. I.5),
en particulier grâce à la tomographie de fluorescence moléculaire (FMT en anglais) introduite
par Ralph Weissleder et Vasilis Ntziachristos (Ntziachristos et al. 2002). L’une des principales
application de la fDOT est l’étude d’activités enzymatiques impliquées dans le développement
de tumeurs.
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Figure I.5 – Nombre de publications par année associées aux sujets fluorescence et Diffuse Optical
Tomography, et recensées par le site ISI Web of Knowledge depuis 1995

VisEnMedical est l’une des sociétés pionnières en tomographie de fluorescence. Son appareil, le
FMT, fut l’un des précurseurs du domaine

Tomographie par optique diffuse de chemiluminescence/bioluminescence

La dernière modalité fait aussi appel à des agents de contraste actifs endogènes ou exogènes. A
la différence de la fDOT, celle-ci utilise des agents dont l’excitation se fait de manière chimique,
on parle cette fois de chemiluminescence. La bioluminescence est un cas particulier de chemilu-
minescence dont le processus d’excitation est dû à une réaction enzymatique. Un exemple bien
connu de bioluminescence naturelle est celle de la luciole, résultat de la réaction entre la luciférase
et la luciférine. D’autres organismes comme des bactéries ou des méduses présentent aussi ce
phénomène.

Les marqueurs bioluminescents étant plus courants que les sondes chemiluminescentes pour
l’imagerie du petit animal, nous choisirons de regrouper sous la dénomination de tomographie
par optique diffuse de bioluminescence (ou BLT pour BioLuminescence Tomography en anglais)
l’utilisation des deux types de sondes dans la suite de cette thèse. Il est aussi important de
noter que la BLT souffre de deux inconvénients par rapport à la fDOT. Tout d’abord l’absence
de contrôle de l’excitation prive de la source d’information que constitue la position relative
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entre le fluorophore et la source d’excitation. De plus les signaux mis en jeu en bioluminescence
sont généralement plus faibles que ceux mis en jeu en fluorescence. Ceci est en particulier dû
au fait que le maximum d’émission de la plupart des marqueurs bioluminescents se trouve
décalé vers le bleu hors de la fenêtre thérapeutique (Zhao et al. 2005). La mise au point au point
d’imageur doit alors prendre en compte ce phénomène. Une solution permettant de compenser
la perte d’information liée à la nature particulière de l’excitation consiste à exploiter le fait que le
spectre d’émission des marqueurs bioluminescents est relativement large en faisant des mesures
à plusieurs longueurs d’onde (Kuo et al. 2007).

Caliper\Xenogen est l’une des sociétés les plus présentes sur le marché de l’imagerie de biolu-
minescence, surtout en Amérique du Nord, grâce à sa gamme d’imageurs IVIS.

Dans la suite les deux dernières modalités seront régulièrement regroupées sous la même appel-
lation de tomographie optique de luminescence ou TOL.

I.2.2 Trois régimes

Une autre façon de répertorier les différentes modalités est fondée sur le mode d’acquisition
des mesures. On distingue en particulier trois régimes : le régime continu (steady-state domain
(SSD) ou continuous wave domain (CW) en anglais), le régime fréquentiel (frequency domain) et le
régime temporel (time-domain). Ce qui différencie avant tout ces trois régimes sont les grandeurs
mesurées, les protocles expérimentaux mis en œuvre ainsi que la façon d’exploiter ces mesures.
La figure I.6 résume de manière schématique les différences entre les trois modalités.

(a) régime continu (b) régime fréquentiel (c) régime temporel

Figure I.6 – Schéma des modes d’acquisition en tomographie optique, adapté de (Hielscher 2005)

Régime continu

En régime continu les sources d’illumination/d’excitation émettent unsignald’amplitude constante
dont l’atténuation est mesurée après propagation dans le milieu. Première modalité à être mise
au point, elle est largement utilisée en fDOT et est la seule modalité facilement accessible à la
BLT. Elle présente aussi l’avantage d’être peu coûteuse et de proposer un large choix de sources
et de détecteurs dans une grande gamme de puissances et de longueurs d’onde.

Régime fréquentiel

Les systèmes fréquentiels utilisent des sources de lumière modulées en amplitude à une fré-
quence typiquement comprise entre 100MHz et 1GHz. Les paramètres mesurés en sortie sont
le déphasage, le signal moyen et l’amplitude des oscillations pour différentes fréquences. Cette
modalité est considérée comme l’une des plus matures (Wang et Wu 2007).
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Régime temporel

La modalité temporelle est la plus jeune des trois (Hielscher 2005) et à l’heure actuelle la plus
coûteuse. Elle utilise en effet des laser impulsionnels pico- voire femtoseconde. Les impulsions
temporelles de lumière élargies par leur propagation à travers le milieu sont détectées en sortie à
l’aide de systèmesde comptage de photonsultra rapides. Ces systèmesde détectionmonocapteur
ne permettent pas en général de former une image autrement que par balayage, cependant des
matrices de capteurs commencent à apparaître, favorisant la résolution spatiale au prix d’une
résolution temporelle moindre. Le contenu informationnel des mesures temporelles n’est pas
encore clairement établi (Pineda et al. 2006), cependant les paramètres généralement exploités
sont le temps de vol des photons ou le temps de décroissance de l’impulsion en sortie (Han et
Hall 2008).

Comparaison entre les différentes modalités

Il est couramment admis que le contenu informationnel des méthodes continues est moindre
que celui des méthodes fréquentielles, lui-même moindre que celui de la modalité temporelle.
Cela se conçoit aisément. En effet une mesure continue correspond à l’intégrale d’une mesure
temporelle ou à une mesure fréquentielle pour une fréquence nulle. Les modalités fréquentielles
et temporelles devraient être équivalentes puisqu’une transformée de Fourier permet de lier
les deux techniques. Cependant les mesures fréquentielles sont généralement réalisées sur un
nombre réduit de fréquences, limitant ainsi l’information apportée par cette modalité.

Un aspect directement lié à ce premier point est la faculté des méthodes fréquentielles et tem-
porelles à reconstruire plusieurs paramètres simultanément (Soloviev et al. 2009). En particulier
l’impossibilité des méthodes continues de séparer les contributions de l’absorption et de la dif-
fusion (Arridge et Lionheart 1998) dans le signal mesuré est une forte limitation de l’emploi de
cette modalité en DOT.

Enfin notons que les méthodes continues permettent généralement des acquisitions plus rapides
et donc plus nombreuses que les deux autres modalités (Hielscher 2005).

I.2.3 Les agents de contraste fluorescents

Il n’est pas question ici de faire une description exhaustive de tous les marqueurs fluorescents
(ou sondes) mais de présenter dans les grandes lignes les principales familles de sondes et leur
principede fonctionnement. Il est enparticulier possible de classer lesmarqueurs selon leurnature
(organiques, nanoparticules semiconductrices ou quantum dots, nanoparticules métalliques, de
diamant, ...), leur origine (endogènes ou exogènes) ou leur mode de fonctionnement. On définit
alors la spécificité d’un marqueur, à savoir sa capacité à reconnaitre ou à se fixer spécifiquement à
certaines structures biologiques cibles (enzymes, protéines,...). C’est ce dernier critère que nous
avons retenu. La figure I.7 résume les principes de fonctionnement des sondes les plus courantes

Les agents non spécifiques

Ce sont des sondes ne présentant aucune spécificité particulière. Ce sont généralement de simples
fluorophores injectés dans l’organisme et se concentrant par diffusion dans le système sanguin
dans les zones de forte vascularisation (comme les tumeurs) et servant d’agents de contraste
pour l’observation de ces zones. Le vert d’indocyanine et la fluorescéine sont deux exemples de
marqueurs non spécifiques dont l’utilisation sur l’homme a été autorisée.
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(a) Marqueurs non spécifiques (b) Marqueurs spécifiques (c) Marqueurs activables

Figure I.7 – Illustrations des différents modes de fonctionnement des marqueurs fluorescents

Les agents spécifiques

Les agents spécifiques sont des fluorophores qui ont été fonctionalisés, c’est à dire auxquels un
ligand a été fixé. Ce ligand (une protéine, un anticorps, un peptide,...) possède la particularité de
pouvoir se fixer sur un type de structure cible particulier (principalement des enzymes ou des
protéines). Les sondes non fixées sont éliminées naturellement par l’organisme. Cependant, bien
que le rapport signal à bruit soit amélioré par rapport aux marqueurs non spécifiques, il demeure
un bruit de fond dû à la fluorescence d’agents mal évacués ou accumulés dans certains organes.
Un post-traitement numérique peut alors être nécessaire afin de diminuer l’influence de cette
fluorescence parasite (Gao et al. 2005).

Les agents activables

Parfois appelés Smart probes en anglais, ces agents sont des marqueurs spécifiques dont les
propriétés de fluorescence sont inhibées jusqu’à ce qu’ils rencontrent le phénomène ciblé. De
manière simplifiée ces agents sont constitués d’un fluorophore et d’un inhibiteur (ou quencher)
reliés entre eux par un ligand. Le ligand est brisé par une enzyme caractéristique du processus
biologique ciblé. Le fluorophore séparé de l’inhibiteur retrouve sa faculté à émettre de la lumière
sous excitation lumineuse. Ainsi seul le signal émis par les agents situés dans la zone d’intérêt est
mesuré. Les principales cibles de ce type d’agent sont des enzymes de type protéase comme les
MMP (matrix metalloproteinase) ou les caspases qui jouent un rôle dans le développement tumoral.

I.2.4 Multi-modalité : l’avenir de la tomographie optique ?

Comme nous le verrons au cours de cette thèse, la naturemême de la tomographie optique amène
un certain nombre d’obstacles limitant les performances des techniques présentées au cours de
ce chapitre. Ces obstacles sont principalement liés au manque d’information sur la morphologie
et les propriétés des milieux étudiés. Une solution permettant de limiter ces obstacles a été
envisagée par l’introduction d’informations supplémentaires. Ces informations sont obtenues
par l’intermédiaire d’autres modalités d’imagerie comme l’imagerie par résonnance magnétique
(Leblond et al. 1998) ou par rayons X (Hyde et al. 2009).

Cependant ces nouvelles techniques, nommées techniques multi-modales, amènent plusieurs
interrogations. En effet l’introduction de ces autres modalités ne va-t-elle pas éclipser les atouts
de l’imagerie optique que sont son faible coût et sa faible nocivité ? Faut-il mettre au point des
systèmes combinant en un seul appareil plusieurs types demesures (optique, nucléaire, IRM,...) ?
Comment la communauté biomédicale va-t-elle accueillir ces technologies hybrides ?
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Certaines sociétés ont déjà pris position. Ainsi la société Caliper\Xenogen commercialise depuis
octobre 2009 l’IVIS Lumina XR, un système combinant les modalités optique et rayons X (cf
Fig. I.8) en un seul appareil d’imagerie du petit animal.

Figure I.8 –Exemples d’images obtenues grâce à l’IVIS LuminaXR dernier produit deCaliper\Xenogen
(source http://www.caliperls.com).Nous pouvons voir ici une image prise par rayons X d’une souris
superposée à des signaux optiques mesurés à différentes longueurs d’onde (fausses couleurs)

D’un autre côté la société VisEnMedical a mis au point des adapteurs permettant de transférer
un petit animal des imageurs optiques de leur gamme FMT sur d’autres appareils (IRM, PET,...)
sans avoir à repositionner l’animal. Le logiciel accompagnant les FMT permet alors de faire la
fusion des images issues des différentes modalités.

I.3 Les acteurs du domaine de l’imagerie moléculaire optique du petit
animal

Comme nous l’avons déjà dit, le domaine de l’imagerie optique du petit animal est un domaine en
pleine croissance aux enjeux économiques et sanitaires importants. Dans cette section nous dres-
sons un rapide tour d’horizon des principaux acteurs présents sur lemarché, en nous concentrons
sur les équipes ayant développé un système d’imagerie.

I.3.1 Tour d’horizon

VisEnMedical, Inc

Fondée en 2000 et localisée en périphérie de Boston (Massachussets), VisEnMedical développe
des technologies pour l’imagerie moléculaire optique de fluorescence. Son champ d’applications
inclut principalement l’oncologie et les maladies inflammatoires, osseuses ou cardiovasculaires.
La société, pionnière en tomographie optique de fluorescence, commercialise deux types de
produits : un ensembled’agents fluorescents activables et unegammed’imageurs dont lemeilleur
représentant est le FMT 2500 LX.

Caliper LifeScience\Xenogen Corporation

Créée en 1995 en Californie, devenue filiale de Caliper LifeScience en 2006, Xenogen Cor-
poration centre son activité autour de produits destinés à l’imagerie in vivo du petit animal
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pour l’oncologie et l’immunologie : la gamme d’imageurs IVIS et un portfolio d’agents fluores-
cents et bioluminescents. Les imageurs Xenogen sont conçus avant tout pour l’imagerie planaire
bien que le modèle haut de gamme, l’IVIS Spectrum, puisse réaliser des recontructions tomo-
graphiques 3D. L’IVIS Kinetic et l’IVIS Lumina XR sont quant à eux deux appareils conçus
autour d’une fonctionnalité bien précise, respectivement l’imagerie temps réel et l’imageriemulti-
modale optique/rayons-X. La société est principalement présente dans le domaine de l’imagerie
de bioluminescence qu’elle domine grâce à des appareils optiques d’une forte sensibilité et à un
ensemble de brevets effectifs en Amérique du Nord (http://www2.prnewswire.com/cgi-bin/
stories.pl?ACCT=104&STORY=/www/story/11-09-2004/0002399185&EDATE=)

Biospace Lab

Biospace Lab est une société française fondée en 1989 par le prix Nobel Georges Charpak dans
le but d’offrir à la communauté biomédicale des outils issus de ses recherches sur la détection
des particules à hautes énergies. Aujourd’hui la société concentre son activité autour de la com-
mercialisation de technologies pour l’imagerie biomédicale in vitro et in vivo. Elle développe en
particulier deux appareils pour le petit animal : le Gamma imager, pour l’imagerie nucléaire
(scintigraphie, PET, SPECT) et le Photon imager, pour l’imagerie optique dont l’une des prin-
cipales fonctionnalités est l’imagerie temps réel.

Advanced Reasearch Technologies, Inc

Société canadienne fondée en 1993, ART se positionne à la fois sur les marchés de l’imagerie
clinique et pré-clinique. Forte d’une solide alliance avec le géant GE Healthcare, ART commer-
cialise depuis 2008 un mammographe optique, le SoftScan ainsi qu’un imageur optique du
petit animal, l’OptixMX3, un tomographe optique fonctionnant en régime temporel.

I.3.2 Quidd

Fondée en 2003, Quidd est une société française en biotechnologies basée à Rouen. Son activité
pluridisciplinaire est concentrée sur l’imagerie optique in vivo du petit animal par le développe-
ment d’agents luminescents activables (Meyer et al. 2008) et d’une plateforme d’imagerie optique
le Quidd Optical System ou QOS. Ce dernier sera décrit plus en détail au chapitre IX.

Les activités de recherche de la société s’articulent donc autour de trois axes : la chimie (synthèse
de marqueurs activables), la biologie et l’imagerie optique à travers le projet QOS. L’un des
principaux sujets d’étude concerne l’apoptose (Pantos et al. 2008), phénomène de mort cellulaire
programmée dont le dérèglement joue un rôle clé dans le développement des cancers ou des
maladies cardiovasculaires et neurodégénératives.

Les sondes de Quidd ciblent principalement deux types d’enzymes : la caspase-3, enzyme activée
lors de l’apoptose (Debunne et al. 2009), et les MMP impliquées dans les cancers et certaines
maladies inflammatoires. La mise au point de sondes chemiluminescentes activables (Richard
et al. 2007) (Richard et al. 2009) reste en particulier l’un des projets majeurs du département de
chimie.

Enfin le développement et l’amélioration du Quidd Optical System constitue aussi l’un des
projets phare de la société dont l’objectif à court terme est la mise en place d’une fonctionnalité
tomographique. L’ensemble des travaux présentés dans cette thèse s’insère dans ce projet et a été
financé par la société Quidd.
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I.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons brossé un tableau sommaire de l’imagerie optique du petit animal.
Nous avons en particulier introduit la tomographie optique tout en essayant de démontrer la
richesse et la complexité de cette modalité. Pour cela nous avons présenté les différents types
de signaux et les modalités d’acquisition existants. La tomographie optique de luminescence a
en particulier profité des progrès réalisés en chimie dans le domaine de la synthèse d’agents
activables permettant d’adresser un type bien spécifique de processus biologiques ou chimiques.

L’imagerie optique du petit animal est donc un domaine de haut niveau scientifique extrêment
pluridisciplinaire impliquant aussi bien des acteurs du monde médical que des biologistes, des
chimistes, des physiciens et des mathématiciens. Cette richesse se retrouve à la fois dans les
secteurs académiques et industriels. Les enjeux économiques et de santé publique liés à l’imagerie
préclinique, pour le développement de traitements anticancéreux en particulier, expliquent en
grande partie le dynamisme du domaine.
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Mises en place à la fin du XIXeme siècle avec l’équation de Boltzmann, les théorie du transport
en milieu complexe ont été appliquées depuis le début du XXeme siècle à différents types

de problèmes et géométries telle que la propagation en milieu stellaire (Chandrasekhar 1950),
le transport de neutrons en physique nucléaire (Case et Zweifel 1967), l’étude des transferts
thermiques dans le cas du rayonnement des milieux denses et des gaz (Taine et Petit 2003) et,
en optique, pour l’étude de la propagation lumineuse en milieu diffusant (Ishimaru 1997) et plus
récemment en milieu biologique (Wang et Wu 2007). Son application à la tomographie optique
reste encoremarginale (Klose et al. 2002) (Klose et al. 2005). Ceci est en particulier dû à la difficulté
de résolution l’Équation de Transfert Radiatif (ETR) pour des géométries complexes. L’ETR reste
néanmoins lemodèle de référence pourmodéliser le transport de photons et est largement utilisée
dans le cas de géométries simples (milieu infini, semi-infini, en couche, ...). Dans ce chapitre, nous
brossons un tableau rapide de l’ETR et de sa résolution, avant de présenter son approximation la
plus utilisée en optique, l’Équation de Diffusion (ED).

II.1 Équation de Transfert Radiatif

Plusieurs approches permettent d’établir l’expression de l’ETR. La première consiste à partir des
équations deMaxwell et à utiliser une approche statistique pour décrire lemilieu de propagation.
Cette méthode bien que rigoureuse reste très complexe et n’a été mise en place qu’à la fin
des années 1960 (Rytov et al. 1989) (Apresyan et Kravtsov 1996). Elle est exposée par exemple
dans (Pierrat 2007). La seconde méthode est l’approche historique (Chandrasekhar 1950). Elle
est largement utilisée pour sa simplicité et son aspect pédagogique. Il s’agit d’une approche
phénoménologique qui consiste à écrire l’ETR à partir d’un bilan d’énergie réalisé sur un volume
élémentaire. C’est l’approche que nous avons choisie de développer ici.

II.1.1 Grandeurs photométriques

Luminance et flux radiatif

L’ETR régit l’évolution de la luminance, notée L, grandeur énergétique locale et directionnelle.
Soit dP le flux d’énergie radiative monochromatique traversant un élément de surface dS centré
au point r, dans un angle solide dΩ selon la direction u, dans l’intervalle de fréquences rν, ν�dνs,
à l’instant t, la luminance Lpν, r,u, tq est alors définie par :

dPpν, r,u, tq � Lpν, r,u, tqu � ndSdΩdν (II.1)

Les notations sont données sur la Figure II.1. Le flux radiatif s’exprime en W.m�2, l’unité de la
luminance est donc enW.m�2.sr�1.Hz�1. Celle-ci s’interprètedonc commeune quantité d’énergie
de fréquence ν se propageant selon une direction donnée, dans un angle solide particulier, à la
position r et au temps t. Dans la suite des travaux, nous nous plaçons à une fréquence donnée, la
variable ν sera implicite

Lpν, r,u, tqdν� Lpr,u, tq
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et l’unité de la nouvelle luminance considérée sera alors en W.m�2.sr�1.

Figure II.1 – Géométrie et notations utilisées pour définir la luminance

Vecteur flux radiatif, densité d’énergie et fluence

Il est aussi courant d’introduire trois autres grandeurs. La première est le vecteur flux radiatif,
noté J . Quantité non directionnelle, il est défini comme le moment d’ordre 1 de la luminance
par rapport à la direction u

J pr, tq � »
4π
Lpr,u, tqudΩ

et son unité est en W.m�2. Ainsi le flux rayonné à travers l’élément de surface dS est donné par :

dPpr, tq � J pr, tq � ndS � Jnpr, tqdS
où Jnpr, tq � J pr, tq � n est la composante selon n du vecteur J . Le vecteur flux radiatif est
l’analogue du vecteur de Poynting en électromagnétisme.

La seconde grandeur est la densité volumique d’énergieU définie par

Upr, tq � »
4π

Lpr,u, tq
c

dΩ

exprimée en J.m�3 et correspondant à la quantité d’énergie par unité de volume disponible à la
position r et à l’instant t, c étant la vitesse de propagation de l’énergie lumineuse dans le milieu
considéré.

Enfin, il peut être aussi pratique de définir une dernière grandeur, la fluence en anglais s’exprimant
en W.m�2 et définie comme le moment d’ordre 0 de la luminance

F pr, tq � c�Upr, tq � »
4π
Lpr,u, tqdΩ

Celle-ci est particulièrement utilisée par les équipes anglo-saxonnes.

II.1.2 Caractériser un milieu complexe en transfert radiatif

Décrire lapropagationde la luminancenécessite de connaître les phénomènesphysiques auxquels
va être soumis le flux lumineux - assimilable à un flux de photon - et dont la nature, la probabilité
d’occurence et l’ampleur vont dépendre du milieu considéré. En transfert radiatif, ceux-ci sont
l’absorption, la diffusion, l’émission ainsi que tous les phénomènes de réfraction. Cela amène à
définir les propriétés (ou paramètres) optiques de l’environnement. Par souci de simplicité, le
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milieu sera supposé homogène, isotrope et stationnaire1, cela signifie que ses propriétés sont des
constantes de l’espace et du temps et ne dépendent que de la longueur d’onde (ou fréquence) du
rayonnement, mais encore une fois pour plus de lisibilité la variable ν sera implicite.

Indice de réfraction

Notion commune en optique, l’indice de réfraction nmilieu d’unmilieu se définit comme le rapport
entre la vitesse de la lumière c0 dans le vide et la vitesse de phase vphase dans le milieu

nmilieu � c0
vphase

Pour les milieux biologiques, l’indice vaut en général n P r1, 33 ; 1, 40s, et pour certaines résines
utilisées afin de simuler ces tissus n � 1.55

Pour les milieux peu dispersifs - c’est à dire sans résonance - comme les tissus, les différentes
vitesses sont assimilées les unes aux autres :

vphase � vénergie � vgroupe � c0
nmilieu

Absorption

Considérons un flux d’énergie radiative P se propageant dans un milieu absorbant dans la
direction u selon l’abscisse curiviligne s. Sur un élément de longueur ds la fraction d’énergie
absorbée est notée dPabs. On peut écrire alors

dPabsps� ds,u, t� dtq � �pµadsqPps,u, tq
où µa est appelé coefficient d’absorption rm�1s. Son inverse la � 1{µa est le libre parcours moyen
d’absorption, qui peut être vu simplement comme la distance parcourue par un photon (pris au
hasard) avant d’être absorbé (en moyenne).

Dans les tissus biologiques, l’ordre de grandeur du coefficient d’absorption est généralement
compris entre 0.01 mm�1 et 0.1 mm�1.

Diffusion

Dans le processus de diffusion, une fraction de l’énergie se propageant selon la direction u est
diffusée dans une direction u1. Cela contribue à une diminution duflux d’énergie dans la direction
u. De manière analogue au cas de l’absorption, on peut définir un coefficient de diffusion µs et
un libre parcours moyen de diffusion ls � 1{µs plus souvent appelé longueur de diffusion. Dans
les tissus biologiques, l’ordre de grandeur du coefficient de diffusion est généralement compris
entre 10 mm�1 et 100 mm�1.

L’analogie qui existe entre les processus d’absorption et de diffusion, qui contribuent de la
même façon à l’exctinction du flux, incite souvent à les régrouper dans un terme d’extinction
µt simplement défini par

µt � µa � µs
1Ces hypothèses amèneront forcément à des erreurs de modélisation dans les milieux biologiques. En effet certains

composés comme le collagène sont connus pour leur forte anisotropie et l’activité intrinsèque à tout tissu biologique
in vivo ou post mortem modifie temporellement les propriétés optiques de celui-ci (Comsa et al. 2008).
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Fonction de phase et facteur d’anisotropie

Lors de la diffusion, l’énergie est redistribuée dans toutes les directions de l’espace. Cette redistri-
bution est caractérisée par une fonction de phase notée ppu,u1q qui représente la fraction d’énergie
qui arrivant au point r dans la direction u1 est diffusée dans la direction u. L’augmentation du
flux dans la direction u due à la diffusion entre s et s� ds s’écrit alors

dPsca�ps� ds,u, t� dtq � µsds
4π

»
4π

ppu,u1qPps,u1, tqdΩ1
Le terme 1{4π est dû aux conventions de normalisation choisies ici»

4π
ppu,u1qdΩ1 � 4π

Sous l’hypothèse d’isotropie considérée dans cette étude, les phénomènes de diffusion ne dé-
pendent en fait que de l’angle entre la direction incidente u et la direction diffusée u1 et non plus
des directions elles même. Nous pouvons alors écrire ppu,u1q � ppu � u1q.
Plusieurs modèles de fonctions de phase existent parmi lesquelles la fonction de phase constante,
la fonction de phase de Rayleigh ou deMie. Unmodèle largement utilisé est la fonction d’Henyey-
Greenstein, qui est particulièrement adaptée à la description la diffusion en milieu biologique
(Cheong et al. 1990). Cette fonction ne dépend que du produit scalaire u � u1 et du facteur d’ani-
sotropie

g � xu � u1y � 1
4π

»
4π

u � u1ppu � u1qdω
et est définie par

ppu � u1q � 1� g2p1� g2 � 2gu � u1q3{2
Elle a été construite de manière à ce qu’elle soit piquée vers l’avant pour g Ñ 1 et isotrope
pour g � 0 (voir Figure II.2). Une autre caractéristique très appréciée da la fonction d’Henyey-
Greenstein est son développement en polynomes de Legendre dont les coefficients sont en gk

(Thomas et Stamnes 1999).

Figure II.2 – Représentation en coordonnées polaires de la fonction de phase d’Henyey-Greenstein pour
différentes valeurs du facteur d’anisotropie g. a) g � 0.1 b) g � 0.5 c) g � 0.9

II.1.3 Démonstration phénoménologique de l’ETR - Bilan d’énergie

Comme précisé plus haut, pour établir l’expression de l’ETR, nous faisons un bilan d’énergie sur
un volume élémentaire dV � dSds (voir Figure II.3) avec ds � cdt. Il s’agit d’écrire que le flux
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radiatif sortant par la surface dS en s � ds selon la direction u dans l’angle solide dΩ est égal
au flux entrant par la même surface en s selon la même direction et dans le même angle solide
auquel on soustrait les contributions provenant de l’extinction (par absorption et diffusion) et on
ajoute les contributions provenant à la fois de la diffusion (énergie arrivant selon u1 et diffusée
selon u) et d’un éventuel terme source noté dPSps�dt,u, t�dtq � PSps,u, tqds. Nous choisissons
de prendre u de sorte que dPpr,u, tq � Lpr,u, tqdSdΩ

Figure II.3 – Géométrie et notations utilisées pour effectuer le bian d’énergie directionnel.

Nous pouvons alors écrire :

Pps� cdt,u, t� dtq �Pps,u, tq � dPabsps� cdt,u, t� dtq � dPsca�ps� cdt,u, t� dtq� dPsca�ps� cdt,u, t� dtq � dPSps� cdt,u, t� dtq
Ce qui, selon les expressions établies plus haut, peut se mettre sous la forme

Pps� cdt,u, t� dtq �Pps,u, tq
dt

�� cµaPps,u, tq � cµsPps,u, tq� cµs
4π

»
4π

ppu � u1qPps,u1, tqdΩ1 � cPSps,u, tq (II.2)

En revenant dans un repère cartésien, à la limite où dt tend vers zéro, l’expression (II.1) permet
d’expliciter le terme de gauche comme la dérivée totale de la luminance :

d
dt
Lpr,u, tq � � BBt � c u � ∇
Lpr,u, tq (II.3)

Utiliser les expressions (II.1) et (II.3) dans l’équation (II.2) permet d’obtenir l’ETR en régime
instationnaire�

1
c
BBt � u � ∇
Lpr,u, tq � � pµa � µsqLpr,u, tq� µs

4π

»
4π

ppu � u1qLpr,u1, tqdΩ1 �Spr,u, tq (II.4)

où S est un terme source. Nous supposerons dans la suite que ce terme source est isotrope, de
sorte que Spr,u, tq � Qpr, tq.
Notons enfin qu’il s’agit de la forme scalaire de l’ETR. Il est possible d’établir une forme vecto-
rielle permettant de prendre en compte la polarisation du rayonnement (Bordier et al. 2008). Ce
formalisme peut être en particulier utilisé dans le domaine de la biopsie optique (Bordier 2007).
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II.1.4 Résoudre l’ETR

L’ETR est donc une équation intégro-différentielle. Sa résolution analytique n’est pas possible
dans le cas général. Plusieurs solutions existent afin de contourner ce problème : simplification
de la géométrie du problème, résolution numérique, approximation de l’expression de la lumi-
nance, ... Les méthodes de résolutions numériques sont largement utilisées. Les plus courantes
sont les approches modales (méthode des ordonnées discrètes) ou stochastiques (méthodes de
Monte-Carlo ouMMC). Cependant celles-ci restent gourmandes en temps de calcul et en espace
mémoire, même si ces limitations sont de moins en moins gênantes. Une autre solution consiste
à trouver un moyen de réécrire l’ETR de manière simplifiée. C’est le cas des approximations
PN (Case et Zweifel 1967) de plus en plus utilisées (Baltes et Faris 2009) (Philips et Jacques 2009)
(Bérubé-Lauzière et al. 2009).

Méthodes des ordonnées discrètes

Laméthodes des ordonnéesdiscrètes (MOD) est fondée sur l’utilisation d’une expressiondiscrète
de l’intégrale apparaissant dans l’équation (II.4). Plusieurs approches sont possibles comme
par exemple les quadratures de Gauss (Chandrasekhar 1950). La MOD s’appuie ainsi sur une
discrétisation de l’espace en angulaire en un nombre fini de directions. L’ETR devient alors
une équation différentielle que l’on résoud par des méthodes classiques (Thomas et Stamnes
1999). La discrétisation angulaire dépend en particulier de l’anisotropie de la fonction de phase.
Cette méthode est notamment utilisée dans le cas de géométries en couche (da Silva et al. 2003)
(Elaloufi et al. 2007) (Elaloufi et al. 2004)

Méthode de Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo ont été introduite au milieu des années 1940 par Nicholas Me-
tropolis (Metropolis et Ulam 1949). Leur nom fait référence aux jeux de hasard pratiqués dans
les casinos du célèbre quartier de Monaco. Elles connurent un développement important lors
de la seconde guerre mondiale, en particulier grâce aux travaux de John Von Neumann et de
Stanislaw Ulam dans le cadre des recherches sur l’arme atomique (Metropolis 1987). Les MMC
sont utilisées aussi bien pourmodéliser la propagationde particules (neutrons, photons) que pour
estimer les risques d’une décision financière. Elles sont particulièrement utilisées pour calculer
des intégrales de dimension supérieure à 1.

Ces dernières remarques permettent dedégager deuxapprochesutilisées afind’aborder lesMMC.
La première approche dite « analogue » consiste à considérer les MMC comme des méthodes de
simulation numérique de phénomènes statistiques. Sa simplicité conceptuelle et son analogie
avec les processus physiques de transport de particules font que cette approche est largement
mise en avant dans la littérature (Wang et al. 1995) (Wang et Wu 2007).

La seconde approche dit « intégrale » consiste à considérer les MMC comme des méthodes
numériques de résolution d’intégrales. En effet, si on considère une fonction f , et I son intégrale
sur un domaine D, il est alors possible de trouver une fonction « poids » w et une densité de
probabilité pX telles que l’intégrale puisse s’écrire :

I � »
D
f pxqdx � »

D
wpxqpXpxqdx � 1

N

Ņ

i�1

wi

avec wpxq � f pxq{pXpxq et wi � wpxiq, avec les xi choisis de manière à vérifier la densité de
probabilité pX. Calculer I revient donc à faire unemoyenne d’un grand nombreN des réalisations
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wi (ou « tirs » Monte-carlo) d’une variable aléatoire W. Cette approche implique au préalable
une formulation intégrale des grandeurs physiques calculées, ce qui n’est pas toujours possible,
par exemple dans le cas de processus de génération de particule par collisons. C’est pour cela que
le rapprochement est rarement fait avec l’approche analogue. Cependant dans le cas du transport
linéaire de photons, il y a équivalence entre les deux visions. En effet on peut montrer (Roger
2006) que dans tout problème dont la grandeur d’intérêt est régie par l’ETR il est possible d’écrire
cette grandeur sous forme intégrale et donc de la calculer par méthode de Monte-Carlo. Les
MMC sont donc dans ce cas des méthodes de résolution numérique de l’ETR.

Approximations PN de la luminance

Les méthodes PN consistent à écrire la luminance de manière approchée sous la forme d’un
développement en polynômes de Legendre « tronqué » et à émettre des hypothèses sur son com-
portement angulaire. Comme nous le verrons plus tard, une approche classique est de supposer
la luminance isotrope à un terme de correction angulaire près. Plus la correction sera fine plus la
précision des calculs sera grande mais plus ceux-ci seront coûteux.

Considérons un milieu homogène et isotrope. Les symétries du problème permettent de décom-
poser la luminance sur la base des harmoniques sphériques

Lpr,u, tq � 8̧
n�0

m�ņ

m��n

Ln,mpr, tqYn,mpuq
où l’on définit les harmoniques sphériques 2 comme

Yn,mpuq � Yn,mpθ, φq � p�1qm dp2n� 1qpn �mq!
4πpn �mq! Pn,mpcosθqeımφ

et pθ, φq sont les angles polaire et azimutal des coordonnées sphériques et les polynômes de
Legendre sont donnés par

Pn,mpxq � p1� x2qm{2
2nn!

dm�n

dxm�n px2 � 1qn
L’approximation PN consiste à arrêter ce developpement à l’ordre N P N (Case et Zweifel 1967)

Lpr,u, tq � Ņ

n�0

m�ņ

m��n

Ln,mpr, tqYn,mpuq (II.5)

Cependant ces approximations conduisent àun systèmede pN�1q2équations couplées à résoudre,
ce qui reste délicat. C’est pour cette raison que des méthodes de simplification, telles que les
approximations PN simplifiées (SPN) (Klose et Larsen 2006), ont été développées ou que seuls
les ordre faibles - P1, P3 - sont largement utilisés (Hull et Foster 2001) (Dickey et al. 2001).

2On rappelera les propriétés de symétrie et d’orthogonalité des harmoniques sphériques :�pn,mq PN�Z , Yn,�mpθ, φq � p�1qmY�n,mpθ, φq�pn,mq, pn1,m1q PN�Z ,

»
4π
Yn,mpuqYn1,m1puqdΩ � δnn1 ,mm1

où � est l’opérateur de conjugaison complexe et δnn1 ,mm1 est la fonction delta de Krönecker valant 1 si pn,mq � pn1,m1q
et 0 sinon.
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II.2 Approximation de la Diffusion

II.2.1 Approximation P1

Comme nous venons de le voir, l’approximation P1 consiste à arrêter le développement (II.5) de
la luminance en harmoniques sphériques à l’ordre 1

Lpr,u, tq � 1̧

n�0

m�ņ

m��n

Ln,mpr, tqYn,mpuq (II.6)

Les premières harmoniques sphériques sont données par

Y0,0pθ, φq � 1?
4π

Y1,�1pθ, φq � 
3
8π

sinθe�ıφ
Y1,0pθ, φq � 

3
4π

cosθ Y1,�1pθ, φq � �
3
8π

sinθeıφ

En calculant le moment d’ordre 0 de l’équation (II.6) nous obtenons»
4π
L0,0pr, tqY0,0puqdΩ � L0,0pr, tq?4π»

4π
L1,�1pr, tqY1,�1puqdΩ � 

3
8π
L1,�1pr, tq » 2π

0
e�ıφdφ » π

0
sin2 θdθ � 0»

4π
L1,0pr, tqY1,�1puqdΩ � 

3
4π
L1,0pr, tq2π » π

0
cosθ sinθdθ � 0»

4π
L1,1pr, tqY1,1puqdΩ � �

3
8π
L1,1pr, tq » 2π

0
eıφdφ

» π
0
sin2 θdθ � 0

ce qui permet d’écrire

L0,0pr, tqY0,0puq � 1
4π
F pr, tq (II.7)

De même, en remarquant que dans le repère des coordonnées sphériques

u � ������sinθ cosφsinθ sinφ
cosθ

� 
2π
3

������ Y1,�1puq � Y1,1puq
irY1,�1puq � Y1,1puqs?

2Y1,0puq (II.8)

et en calculant le moment d’ordre 1 de l’équation (II.6) tenant compte des propriétés des harmo-
niques sphériques il vient

J pr, tq � 
2π
3

������ �L1,1pr, tq �L1,�1pr, tq�irL1,1pr, tq �L1,�1pr, tqs?
2L1,0pr, tq (II.9)

Les équations (II.8) et (II.9) permettent d’avoir
m�1̧

m��1

L1,mpr, tqY1,mpuq � 3
4π
J pr, tq � u (II.10)

et ainsi de retrouver l’expression de l’approximation P1 de la luminance (Ishimaru 1997)

Lpr,u, tq � 1
4π
F pr, tq � 3

4π
J pr, tq � u (II.11)

Dans cette approche, la luminance s’écrit sous la forme d’un terme isotrope et d’une correction
du premier ordre. Cette hypothèse constitue la clé de voûte de l’approximation de la diffusion.
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II.2.2 Loi de Fick

Cherchons maintenant à calculer le moment d’ordre 0 de l’ETR par rapport à la direction u

1
c
BBtLpr,u, tqloooooomoooooon

➀

�u � ∇Lpr,u, tqlooooooomooooooon
➁

� �pµa � µsqLpr,u, tqlooooooooooomooooooooooon
➂

� µs
4π

»
4π

ppu � u1qLpr,u1, tqdΩ1looooooooooooooooomooooooooooooooooon
➃

�Spr,u, tqlooomooon
➄

Chacun des termes de l’équation (II.4) est donc à intégrer sur 4π par rapport à u.

Le premier terme du membre de gauche donne de manière immédiate

➀ Ñ »
4π

1
c
BBtLpr,u, tqdΩ � 1

c
BBt »4πLpr,u, tqdΩ � 1

c
BBtF pr, tq

Les égalités ∇ � puLq � u � ∇L� L∇ � u, �L P R et ∇ � u � 0 permettent de réécrire le second terme
du membre de gauche

➁ Ñ »
4π

u � ∇Lpr,u, tqdΩ � »
4π
∇ � ruLpr,u, tqsdΩ � ∇ � »

4π
uLpr,u, tqdΩ � ∇ �J pr, tq

Les termes du membre de droite donnent facilement

➂ Ñ �pµa � µsq »
4π
Lpr,u, tqdΩ � �pµa � µsqF pr, tq

➃ Ñ µs

4π

»
4π

»
4π

ppu�u1qLpr,u1, tqdΩ1dΩ � µs
4π

»
4π
Lpr,u1, tq �»

4π
ppu � u1qdΩ�dΩ1 � µsF pr, tq

➄ Ñ »
4π
Spr,u, tqdΩ � 4πQpr, tq

Nous pouvons alors écrire l’équation suivante, qui traduit la conservation locale de l’énergie
radiative

1
c
BBtF pr, tq � ∇ �J pr, tq � µaF pr, tq � 4πQpr, tq (II.12)

Calculons ensuite le moment d’ordre 1 de l’ETR. Chacun des termes de l’équation (II.4) est donc
maintenant multiplié par u puis intégré sur 4π.

Comme précédemment, le premier terme donne immédiatement

➀ Ñ »
4π

u
1
c
BBtLpr,u, tqdΩ � 1

c
BBtJ pr, tq

Le second terme du membre de gauche peut être réécrit grâce à l’approximation P1

➁ Ñ »
4π

u ru � ∇Lpr,u, tqsdΩ � »
4π

u
�
u � ∇� 1

4π
F pr, tq � 3

4π
J pr, tq � u
�dΩ

SiV est un vecteur quelconque, notonsVi etV j deux de ses composantes où pi, jq P tx, y, zu2. Avec
ces notations, et en considérant les coordonnées (II.8) du vecteur u, il est possible de montrer que�pi, jq P tx, y, zu2, »

4π
uiu jdΩ � 4π

3
δi j�pi, j, kq P tx, y, zu3, »

4π
uiu jukdΩ � 0
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et donc écrire que�pi, jq P tx, y, zu2, »
4π

uiu j
BBr jF pr, tqdΩ � BBr jF pr, tq »4π uiu jdΩ � BBrrF pr, tq4π3 δi j�pi, j, kq P tx, y, zu3, BBrkJ pr, tq »4π uiu jukdΩ � 0

soit »
4π

u ru � ∇F pr, tqs dΩ � 4π
3
∇F pr, tq (II.13)

et »
4π

u
�
u � ∇� 3

4π
J pr, tq � u
�dΩ � 0

Ce qui donne finalement

➁ Ñ »
4π

u ru � ∇Lpr,u, tqsdΩ � 1
3
∇F pr, tq

Le premier terme du membre de droite et le terme source donnent

➂ Ñ �pµa � µsq »
4π

uLpr,u, tqdΩ � �pµa � µsqJ pr, tq,
➄ Ñ »

4π
u Spr,u, tqdΩ � Qpr, tq »

4π
udΩ � 0

Le second terme du membre de droite peut être développé grâce à l’approximation P1

➃ Ñ µs

4π

»
4π

u
»
4π

ppu � u1qLps,u1, tqdΩ1dΩ � µs
4π

»
4π

u
»
4π

ppu � u1q� �
1
4π
F pr, tq � 3

4π
J pr, tq � u1�dΩ1dΩ

or »
4π

u
»
4π

ppu � u1qF pr, tqdΩdΩ1 � F pr, tq »
4π

u
�»

4π
ppu � u1qdΩ1�dΩ � 0

et3 »
4π

u
»
4π

ppu � u1qJ pr, tq � u1dΩdΩ1 � »
4π

�»
4π

uppu � u1qdΩ�J pr, tq � u1dΩ1� »
4π

4πgu1 pJ pr, tq � u1qdΩ1� p4πq2
3
J pr, tq de la même façon que pour (II.13)

3Pour ce point on se souviendra de la définition de g :

g � xcosΘy � 1
4π

»
4π
u � u1ppu � u1qdΩ � 1

4π

�»
4π
uppu � u1qdΩ�looooooooooomooooooooooon

V

�u1
cela implique que, pour tout u1, la projection du vecteur V sur u1 vaut V � u1 � 4πg. On doit donc avoir V � 4πgu1
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Nous pouvons donc finalement écrire

➃ Ñ µs

4π

»
4π

u
»
4π

ppu � u1qLps,u1, tqdΩ1dΩ � µs gJ pr, tq
L’ensemble de ces calculs permettent finalement d’établir l’équation suivante

1
c
BBtJ pr, tq � 1

3
∇F pr, tq � pµa � µ1sqJ pr, tq � 0 (II.14)

où µ1s � p1 � gqµs est le coefficient de diffusion réduit. Nous définissons alors le libre parcours
moyen de transport ltr par ltr � 1{µ1s.
Si nous supposons maintenant que

1
c
BBtJ pr, tq ! pµa � µ1sq|J pr, tq| (II.15)

le terme temporel de l’équation (II.14) peut être négligé. Cette équation devient alors

J pr, tq � � 3
µ1s � µa∇F pr, tq � �D∇Upr, tq (II.16)

qui est une loi de transport diffusif (de type loi de Fick) avec un coefficient de diffusion
D � c{3� 1{pµa � µ1sq.
Discussion

Comme nous venons de le voir, la démonstrationde l’expression (II.16) repose principalement sur
les approximations (II.11) et (II.15). Ces approximations pour être valables nécessitent plusieurs
hypothèses. Il faut dans un premier temps pouvoir écrire que la luminance est quasi-isotrope.
Il faut donc que les systèmes considérés soient tels que la lumière ait le temps de subir suffi-
samment d’évènements de diffusion pour rendre le rayonnement quasi-isotrope. Cela implique
en particulier qu’un photon soit suffisamment diffusé avant d’être absorbé et donc que µa ! µs.
Il faut aussi pouvoir se placer suffisamment loin d’objets ou de phénomènes introduisant une
anisotropie du rayonnement, comme les interfaces ou les sources (hypothèse de grandes échelles
de longueurs).

Notons ensuite que l’approximation (II.15) revient à supposer que les variations temporelles du
vecteurJ sont petites à l’échelle de ltr{c et que nous considérons des temps d’observation grands
devant ltr{c (hypothèse de grandes échelles de temps).

Enfin, il est aussi intéressant de noter que l’expression exacte de D a été au centre d’un débat
dont la principale problématique était la dépendance deD avec l’absorption. Mais il a été montré
queD � c� ltr{3 (Pierrat et al. 2006), expression qui n’est pas incompatible avec l’approximation
P1 puisque l’hypothèse de faible absorption implique que 1{pµa � µ1sq � 1{µ1s et donc que DP1 �
c{3� 1{pµa � µ1sq � c� ltr{3. Dans toute la suite de notre travail nous choisirons donc d’écrire

D � c� ltr
3
, avec ltr � 1

µ1s
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II.2.3 Equation de diffusion

Il ne reste maintenant plus qu’à introduire le résultat de l’équation (II.16) dans l’équation (II.12)
et utiliser le fait que F pr, tq � cUpr, tq - dans la suite nous priviligierons l’utilisation de la densité
d’énergie plutôt que de la fluence. Nous obtenons l’équationBBtUpr, tq � ∇ � rD∇Upr, tqs � µacUpr, tq � 4πQpr, tq (II.17)

qui est l’expression de l’Équation de Diffusion. Si le coefficient de diffusion D est invariant dans
l’espace, elle peut se réécrire sous la formeBBtUpr, tq �D∇2Upr, tq � µacUpr, tq � 4πQpr, tq (II.18)

Discussion

L’ED est l’approximation de l’ETR la plus connue et la plus utilisée, surtout en optique biomédi-
cale. Son succès est en particulier dû à sa simplicité, à sa facilité de résolution pour des géométries
quelconques - en particulier par des méthodes numériques - et aux relativement bons résultats
obtenus (Jacques et Pogue 2008). Cependant son utilisation est soumise à un certain nombre de
contraintes qu’il ne faut pas perdre de vue : hypothèse de faible absorption, µa ! µs, hypothèses
de grandes échelles spatiales et temporelles : L " ltr et τ " ltr{c où L et τ sont respectivement
les échelles de variation spatiale et temporelle de U. De plus l’ED est une équation qui régit
l’évolution de grandeurs non directionnelles et ne permet donc pas de correctement prendre en
considération certains phénomènes comme les réfractions et les réflexions, et elle n’est alors pas
valable si le milieu nécessite la prise en compte d’une composante angulaire. L’ED doit donc
être utilisée pour décrire la densité d’énergie loin de la source et des interfaces. Le problème des
interfaces est résolu par l’utilisation de conditions aux limites que nous aborderons au chapitre
suivant. La question de la validité de l’ED se pose aussi pour un environnement présentant des
zones faiblement diffusantes oude fortes hétérogénéités à grande échelle. La solution choisie pour
contourner cette difficulté sera souvent de considérer les milieux hétérogènes de manière homo-
gène avec despropriétés optiques effectives, ce qui conduit à des erreurs demodèle systématiques
en pratique très difficiles à estimer.

Ces limitations sont régulièrement mise en avant afin de privilégier d’autres modèles à l’ED dans
certaines applications biomédicales (Klose et al. 2002) (Klose et Larsen 2006)(Ren et al. 2007).
L’Équation de Diffusion est cependant unmodèle de propagation efficace et pratique et, reste à ce
jour le modèle direct privilégié dans les problèmes de reconstruction tomographique en optique
diffusive.

II.3 Conclusion du chapitre

Au cours de ce chapitre nous avons abordé le problème de la modélisation de la propagation de
la lumière dans un milieu diffusant. Nous avons présenté le modèle de l’Équation de Transfert
Radiatif et son approximation la plus utilisée jusqu’à présent, l’Équation de Diffusion, dont nous
avons aussi mis en avant les limitations. Bien que dans le chapitre suivant nous nous concentrons
sur la résolution de cette dernière, nous utiliserons régulièrement l’ETR. Tout d’abord dans la
partie B pour le calcul de précisions de reconstruction, puis dans la partie C où elle servira à
générer numériquement des signaux enregistrés par des détecteurs optiques. Enfin notons que
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nous utiliserons l’équation de diffusion comme modèle principal pour la procédure d’inversion
présentée au chapitre VIII car à ce jour elle permet demettre en place des procédures compatibles
avec les temps de calculs acceptables en pratique.
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Dans le chapitre précédent, nous avons établi l’Équation de Diffusion. Sous réserve de sa va-
lidité, nous allons dans ce chapitre nous intéresser à sa résolution sur un domaine noté Γ

délimité par une surface notéeΣ. L’ED étant une équation aux dérivées partielles (EDP), pour que
le problème soit bien posé, il est nécessaire de spécifier des conditions aux limites. Cette ques-
tion est largement débattue dans la littérature (Case et Zweifel 1967)(Zhu et al. 1991)(Aronson
1995)(Ishimaru 1997). Plusieurs conditions existent (Haskell et al. 1994) parmi lesquelles la condi-
tion de courant partiel, la condition nulle et la condition de la longueur extrapolée. Nous aborde-
rons le problème des conditions limites après avoir déterminé la fonction de Green de l’ED pour
un milieu infini. Nous détaillerons ensuite une méthode de résolution par intégrales de surface,
avant de nous intéresser au calcul de la densité d’énergie à la surface du domaine. Enfin notons
qu’en tant qu’équation aux dérivées partielles, l’ED peut être résolue par d’autres méthodes
numériques classiques pour ce type d’équation (différence finies, éléments finis,...) (Jacques et
Pogue 2008). Nous n’aborderons cependant pas ces techniques dans cette étude.

III.1 Fonctions de Green et conditions aux limites

III.1.1 Résolution en milieu infini

Cas général - régime temporel

Nous allons dans un premier temps établir l’expression de la fonction de Green G de l’Equation
de Diffusion (II.18) sur un domaine homogène infini. Par définition celle-ci est la solution de�r P R3, �t P R, BBtGpr, tq �D∇2Gpr, tq � µacGpr, tq � 4πδprqδptq (III.1)

et permet de retrouver l’expression de la densité d’énergie pour un terme source quelconque par

Upr, tq � rG
r,t Qs pr, tq � »
Gpr� r1, t� t1qQpr1, t1qd3r1dt1 (III.2)

où 
r,t est le produit de convolution pour les variables r et t.

En injectant la Transformée de Fourier1 (TF) de G dans l’équation (III.1), nous obtenons

Ĝpk, ωqp�ıω�Dk2 � µacq � 4π

soit

Ĝpk, ωq � 4πp�ıω�Dk2 � µacq � ı 4πpω� ıDk2 � ıµacq (III.3)

1On définit la TF et la TF inverse selon les conventions suivantes

f̂ pk, ωq � »
f pr, tqe�ık�r�ıωtd3rdt, f pr, tq � »

f̂ pk, ωqeık�r�ıωt d3kp2πq3 dω2π
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En appliquant la TF inverse nous avons

Gpr, tq �& ı
4πpω� ıDk2 � ıµacq eık�r�ıωt d3kp2πq3 dω2π� ı 4π

16π4

½
eık�rd3k

»
e�ıωtpω� ıDk2 � ıµacqdω

Le théorème des résidus permet de calculer l’expression de l’intégrale sur ω. Nous trouvons en
particulier que pour les temps négatifs cette intégrale s’annule. Donc, en posant r � }r}

Gpr, tq � ı 4π
16π4

½
eık�r ��2ıπe�rDk2�µacst�d3k, �t ¡ 0� 4π

8π3
e�µact½ eık�r�Dk2td3k� 4π

8π3
e�µact » 8

0
e�Dk2tk2dk

¼
eıkr cosθ sinθdθdφ� 4π

8π3
e�µact » 8

0
e�Dk2tk2dk

�
4π

sinpkrq
kr

�� 4π
2π2r

e�µact » 8
0

k sinpkrqe�Dk2t1k2dk� 4π
2π2r

e�µact r
?
π

4pDtq3{2 exp�� r2

4Dt



selon (Jeffrey et Zwillinger 2007)2

Nous obtenons finalement�r P R3, �t ¡ 0, Gpr, tq � 1?
4πpDtq3{2 exp�� r2

4Dt
� µact
 , r � }r} (III.4)

ou de façon plus générale�r P R3, �t P R, Gpr, tq � Hptq?
4πpDtq3{2 exp�� r2

4Dt
� µact
 , r � }r} (III.5)

où H est la fonction de Heaviside qui vaut 1 pour t ¥ 0 et 0 ailleurs.

Régime fréquentiel

L’équation (III.5) présente l’expression la plus générale de la fonction de Green en régime tempo-
rel. Cependant il est aussi courant d’établir l’expression pour le régime fréquentiel. Une manière
de procéder est de remarquer que cette fonction correspond à la réponse du milieu à une entrée
(une source) de la forme Qpr, tq � ℜpe�ıωtq, c’est à dire pour une source modulée de manière
monochromatique à une fréquence ω. La fonction de Green fréquentielle notée3 aussi G peut
alors être établie par�pr, tq P R4, �ω ¡ 0, Gpr, t;ωq � Gpr, tq 
t e�ıωt

2Formule 3.952.1
3Si f est une fonction, la notation f pr, t;pq signifie que f est une fonction des variables r et t, paramétrée par p.



34 Chapitre III. Résolution de l’équation de diffusion en géométrie complexe

et, afin d’alléger les notations, nous supposons implicitement que nous prenons la partie réelle
de l’expression. Une autre façon de trouver G consiste à réécrire l’équation (III.1) en supposant
que nous cherchons des solutions de la forme Gpr, t;ωq � Gpr, ωqe�ıωt.
Nous obtenons dans les deux cas�pr, tq P R4, �ω ¡ 0, Gpr, t;ωq � 1

D
eıκr

r
e�ıωt, r � }r} (III.6)

avec

κ � $'&'%ıaµac{D� ıω{D pour ω � 0, µa � 0
ı
a

3µaµ1s � ıµeff pour ω � 0, µa � 0

0 pour ω � 0, µa � 0

Régime statique

Le cas statique se déduit simplement du cas fréquentiel en posant ω � 0. L’expression devient
alors �pr, tq P R4, �ω ¡ 0, Gpr, t;ωq � 1

D
eıκr

r
, r � }r} (III.7)

avec

κ � ıb3µaµ1s � ıµeff
Nous noterons, pour les régimes fréquentiel et statique, que l’expression trouvée diffère légère-
ment de l’expression usuelle qui ne comporte pas le terme en 1{D. Cependant afin de garder une
certaine cohérence formelle avec l’expression temporelle nous choisirons de travailler avec les
expressions (III.6) et (III.7).

III.1.2 Longueur d’extrapolation

Comme nous l’avons dit en introduction le problème mathématique lié à la résolution de l’Équa-
tion de Diffusion nécessite le choix de conditions aux limites pour r P Σ, où Σ est la frontière du
domaine. Plusieurs conditions peuvent être introduites. Nous avons ici choisi de développer la
condition de la longueur d’extrapolation largement plébicitée dans la littérature. Deux approches
sont possibles pour établir cette condition. La première passe par une étude modale (Case et
Zweifel 1967) et permet de résoudre le problème de Milne. La seconde utilise l’approximation
P1 (Ishimaru 1997) et peut être rapprochée de la condition de courant partiel (Haskell et al. 1994).
Par souci de cohérence avec le précédent chapitre nous avons donc opté pour cette dernière ap-
proche. De plus la nature même de cette approche permet d’assurer la conservation de l’énergie
à la surface du domaine, ce que nous privilégierons dans la suite de cette étude.

Cas de l’interface libre

Considérons donc pour l’instant un milieu Γ de propriétés optiques pnΓ, µa, µ1sq délimité par une
surface Σ (Figure III.1.a) à l’intérieur duquel se trouve une source lumineuse. Le vecteur unitaire
n porte la normale sortante de la surface au point considéré.
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Le milieu Γ est supposé plongé dans un autre milieu de même indice mais non diffusant (adap-
tation d’indice à l’interface). Dans ce cas aucun rayonnement lumineux diffus ne pénètre dans Γ.
Cela se traduit par l’équation»

u�n 0
Lpr,u, tqu � ndΩ � 0 (III.8)

En utilisant le developpement P1 de la luminance, nous pouvons écrire»
u�n 0

Lpr,u, tqu � ndΩ � »
u�n 0

�
c
4π
Upr, tq � 3

4π
J pr, tq � u�u � ndΩ� c

4π
Upr, tq »

u�n 0
u � ndΩlooooooomooooooon
➀

� 3
4π

»
u�n 0

rJ pr, tq � usu � ndΩloooooooooooooooomoooooooooooooooon
➁

Figure III.1 – Conventions et notations utilisées pour calculer la longueur d’extrapolation.

Nous nous plaçons ensuite dans le repère défini par le vecteur n tel que

n � ������001 , u � ������sinθ cosφsinθ sinφ
cosθ

, J pr, tq � ������Jxpr, tqJypr, tq
Jzpr, tq

Nous pouvons alors calculer les intégrales ➀ et ➁ de la façon suivante

➀ � »
cosθ 0

cosθdΩ � » π{2
θ�π » 2π

φ�0
cosθ sinθdθdφ � π

➁ � » π{2
θ�π » 2π

φ�0

�
Jxprq sinθ cosφ� Jyprq sinθ sinφ� Jzprq cosθ� cosθ sinθdθdφ� 2π

» π{2
θ�π Jzprq cos2 θ sinθdθ� �2π

3
Jzpr, tq � �2π

3
J pr, tq � n

d’où »
u�n 0

Lpr,u, tqu � ndΩ � c
4
Upr, tq � 1

2
J pr, tq � n � 0
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Ce qui donne, en appliquant la loi de Fick pour le rayonnement diffus, la condition aux limites

Upr, tq � 2D
c
n � ∇Upr, tq � 0 (III.9)

Dans le cas où l’interface est supposée plane et telle que n � ez (Figure III.1.b), nous pouvons
écrire un développement de Taylor au premier ordre en r0 � px, y, z � 0q pour les fonctions de
plusieurs variables en considérant le point rb � px, y, z � 2D{cq :

Uprb, tq �Upr0, tq � prb � r0q � ∇Upr, tq|r0 �Upr0, tq � 2D
c

n � ∇Upr, tq|r0 � 0 (III.10)

La condition (III.9) peut alors être reformulée demanière approchée en précisant simplement que
la densité d’énergie doit s’annuler à une distance zb � 2D{c � 2{3 � ltr - dite distance d’extrapo-
lation - de la surface Σ. Cette approche sera particulièrement exploitée au paragraphe III.1.3

Milieux d’indices différents

Nous supposons maintenant que le milieu environnant a un indice optique ne � nΓ. Cette fois,
le flux diffus entrant n’est plus supposé nul à cause de la réflexion interne à l’interface entre les
deux milieux. Nous pouvons écrire pour tout r P Σ»

u�n 0
Lpr,u, tqu � ndΩ � »

u�n¡0
RFpu � nqLpr,u, tqu � ndΩ (III.11)

où RF est le facteur de réflexion de Fresnel

RFpcosθq � #
1
2

�
nrel cosθ1�cosθ
nrel cosθ1�cosθ

	2 � 1
2

�
nrel cosθ�cosθ1
nrel cosθ�cosθ1	2

pour 0 ¤ θ   θc
1 pour θc ¤ θ ¤ π{2

avec θc l’angle critique donné par θc � sin�1pn�1
rel q et nrel � nΓ{ne le rapport entre les indices des

deux milieux.

En utilisant l’approximation P1 et le systèmede coordonnéesprécédent, l’équation (III.11) devient

c
4
Upr, tq � 1

2
J pr, tq � n � RU c4Upr, tq � RJ 12J pr, tq � n (III.12)

avec

RU � » π{2
0

2 sinθ cosθRFpcosθqdΩ
RJ � » π{2

0
3 sinθ cos2 θRFpcosθqdΩ

Nous définissons ensuite un coefficient de réflexion effectif diffus non directionnel Reff vérifiant»
u�n¡0

RFpcosθqLpr,u, tqu � ndΩ � Reff

»
u�n¡0

Lpr,u, tqu � ndΩ
RU

c
4
Upr, tq � RJ 12J pr, tq � n � Reff

�
c
4
Upr, tq � 1

2
J pr, tq � n� (III.13)
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En utilisant les équations (III.12) et (III.13) nous trouvons que

c
4
Upr, tq � 1

2
J pr, tq � n � Reff

�
c
4
Upr, tq � 1

2
J pr, tq � n�

Upr, tq � 2
c
1� Reff

1� Reff
J pr, tq � n � 0

Nous obtenons ainsi une nouvelle condition aux limites

Upr, tq � 2D
c
CRn � ∇Upr, tq � 0, �r P Σ avec CR � 1� Reff

1� Reff
(III.14)

et une nouvelle longueur d’extrapolation pour laquelle la densité d’énergie s’annule :

zb � 2DCR{c � 2{3 � ltr � CR

La table III.1 donne la valeur de zb pour quelques indices optiques.

nrel zb{ltr
1.00 0.67
1.38 1.88
1.55 2.66

Table III.1 –Différentes valeurs de la longueur d’extrapolation à une interface avec changement d’indice.

Discussion

L’approche de la distance d’extrapolation conduit donc dans les deux cas à une condition aux
limites de typeNeuman-Dirichlet (aussi appelée parfois condition de Robin ou encore condition
de Fourier), liant une condition sur une fonction (condition de Dirichlet) à une condition sur
son gradient (condition de Neumann). Nous pouvons aussi vérifier que la première situation
correspond bien au cas particulier nrel � 1 de la seconde.Nous remarquerons aussi que le résultat
trouvé ici pour nrel � 1 n’est pas identique au résultat obtenu pour le problème de Milne qui
donne zb � 0.71ltr. En effet dans ce dernier, le comportement en profondeur est privilégié et la
relation (III.11) n’est donc pas vérifiée. La condition dite de Milne ne peut donc pas vérifier la
conservation de l’énergie à l’interface. Elle assure cependant qu’en profondeur la solution de
l’Équation de Diffusion coïncide avec celle de l’ETR. Notons enfin que les valeurs de la longueur
d’extrapolation de la Table III.1 sont remises en causes par Chen et al. et seraient trop élevées
(Chen et Bai 1998).

III.1.3 Condition nulle et Méthodes des Images

La condition nulle consiste simplement à supposer la densité d’énergie nulle sur une surface Σ,
il s’agit donc d’un cas particulier d’une condition de Dirichlet (Arfken et Weber 2005)

Upr, tq����
rPΣ � 0 (III.15)

Cette condition n’a clairement pas de sens physique si Σ correspond bien à la surface physique
du domaine considéré. Elle a cependant un gros intérêt. En effet dans le cas de milieux à géo-
métrie plane (milieu semi infini, en tranche, parallèlépipédique,...) il est possible de déduire très
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Figure III.2 – Conventions et notations utilisées pour la méthodes des images.

facilement l’expression de la fonction de Green à partir de la Méthode des Images (Patterson
et al. 1989) (Kienle 2005).

Prenons le cas d’un milieu semi-infini Γ délimité par une surface Σ correspondant au plan z � 0
(Figure III.2.a) dans lequel se trouve une source ponctuelle isotrope située au point rsp0,�zsq.
Sans perdre en généralité, nous nous plaçons en régime fréquentiel. Par la Méthode des Images,
la condition (III.15) est atteinte en plaçant une source image de puissance opposée en rip0, zsq. Le
terme de source est remplacé par�4πδprq � �4πδpr � rsqδptq � 4πδpr � riqδptq
ce qui permet de trouver que

Gpr, tq � e�µact?
4πpDtq3{2 �exp��}r� rs}2

4Dt


� exp
��}r� ri}2

4Dt


�
(III.16)

Cependant il est possible de combiner cette approche avec la méthode de la longueur d’extra-
polation. En effet comme nous l’avons vu plus haut, la condition (III.14) implique que la densité
d’énergie s’annule à une distance zb de la surface physiqueΣ. Nous pouvons donc poser la condi-
tion nulle pour une surface Σb répondant à ce critère (Figure III.2.b). L’expression de la fonction
de Green reste inchangée à condition de considérer maintenant ri � p0, zs � 2zbq. Cette nouvelle
formulation du problème permet d’obtenir une densité d’énergie ayant un sens physique sur la
vraie surface physique du milieu.

III.2 Densité d’énergie en surface d’un milieu

Nous nous sommes intéressés jusqu’à présent à la résolution de l’Équation de diffusion pour des
milieux bien particuliers (infini ou plan semi-infini) en fixant des conditions aux limites permet-
tant de vérifier la conservation d’énergie aux interfaces. Cependant qu’en est-il des géométries
plus complexes ? Les problématiques nous intéressant dans cette thèse sont fondées sur des me-
sures optiques réalisées en surface d’objets pouvant prendre des formes beaucoupmoins simples.
Il est donc nécessaire de pouvoir calculer la densité d’énergie à la surface de tels milieux. Nous
présentons dans cette section une manière de procéder.
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III.2.1 Intégrales de Surface

Nous allons considérer que le milieu Γ est fermé et délimité par la surface Σ. La résolution directe
de l’Équation de Diffusion reviendrait à établir l’expression de la fonction de Green en tenant
compte des conditions aux limites du nouveau problème puis déduire l’expression de la densité
d’énergie grâce à l’équation (III.2). Laméthodedes Intégrales de Surface permet de s’affranchir de
ce calcul, souvent délicat et analytiquement impossible, en utilisant l’expression d’une fonction
de Green G connue quelconque, comme par exemple celle établie pour un milieu inifini. Elle
repose sur l’utilisation du théorème de Green : si C est un contour entourant un domaine D de
vecteur normal n et si u et v sont deux fonctions deR3 continues et dérivables et dont les dérivées
partielles sont continues surD, celui-ci garantit que (Arfken et Weber 2005)½

D

uprq∇2vprq � vprq∇2uprqd3r �¿
C

uprq∇vprq � vprq∇uprqd2r

En appliquant le théorème sur Γ etΣ aux grandeursU etG, puis en intégrant sur le temps il vient»
dt1½

Γ

�
Upr1, t1q∇2r1Gpr � r1, t� t1q �Gpr� r1, t� t1q∇2r1Upr1, tq1�d3r1� »

dt1¿
Σ

rUpr1, t1qn � ∇r1Gpr� r1, t� t1q �Gpr� r1, t� t1qn � ∇r1Upr1, t1qsd2r1
En injectant les équations (II.18) et (III.1) dans l’expression précédente, nous pouvons écrire

1
D

»
dt1½

Γ

�
Upr1, t1q"� BBt � µac
Gpr� r1, t� t1q � 4πδpr1 � rqδpt1 � tq*�Gpr� r1, t� t1q"� BBt � µac
Upr1, t1q � 4πQpr1 , t1q*�d3r1� »

dt1¿
Σ

rUpr1, t1qn � ∇r1Gpr� r1, t� t1q �Gpr� r1, t� t1qn � ∇r1Upr1, t1qsd2r1
soit � 4π

D

»
dt1½

Γ

Upr1, t1qδpr1 � rqδpt1 � tqd3r1 � 4π
D

»
dt1½

Γ

Gpr� r1, t� t1qQpr1, t1qd3r1� »
dt1¿

Σ

rUpr1, t1qn � ∇r1Gpr� r1, t� t1q �Gpr� r1, t� t1qn � ∇r1Upr1, t1qsd2r1
ou encore en utilisant la condition aux limites (III.14)

Upr, tq � »
dt1½

Γ

Gpr� r1, t� t1qQpr1, t1qd3r1� D
4π

»
dt1¿

Σ

�
Upr1, t1qn � ∇r1Gpr� r1, t� t1q �Gpr � r1, t� t1q2D

c
CRUpr1, t1q�d2r1

Ce qui permet d’établir finalement

Upr, tq �Uincpr, tq � D
4π

»
dt1¿

Σ

��
n � ∇r1 � 2D

c
CR



Gpr� r1, t� t1q�Upr1, t1qd2r1 (III.17)
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avec

Uincpr, tq � rG
r,t Qs pr, tq � »
dt1½

Γ

Gpr� r1, t� t1qQpr1, t1qd3r1
L’équation (III.17) donne l’expression sous formed’une intégrale de surface de la densité d’énergie
pour n’importe quel point du milieu, et donc en particulier ceux de la surface, en prenant en
compte la condition aux limites généralisée (III.14). Les hypothèses de validité de (III.17) sont les
mêmes que celles de validité du théorème de Green à savoir que les grandeursU et G et leurs
dérivées premières par rapport à la normale de la surface Σ doivent être définies et continues.
Cela implique que cette méthode de calcul est délicate à appliquer sur des géométries présentant
des discontinuités de courbure (parallèlépipèdes, demi-sphères,...). Néanmoins celle-ci a pour
avantage d’être indépendante de la forme de G. Il est ainsi possible de prendre les expressions
connues de la fonction de Green pour un milieu infini établies en première partie.

La résolution de cette expression intégrale reste délicate et doit se faire généralement numéri-
quement ce qui implique une inversion matricielle. Or une inversion de matrice est un processus
coûteux en temps de calcul et éventuellement en mémoire. En effet si N � N est le profil de la
matrice le temps de calcul pour l’inverser évolue comme N3 ce qui, suivant la discrétisation de
la surface, peut prendre plusieurs heures4. Afin d’accélerer la résolution du système plusieurs
approches ont été mises en place : des méthodes itératives telles que celles utilisées dans la
Boundary Element Method (BEM) (Macaskill et Kachoyan 1993) et la Diffuse-Reflectance Boundary
Method (DRBM) (Ripoll et Ntziachristos 2003) ou desméthodes fondées sur une approximation
de l’expression de la densité d’énergie sous l’intégrale de surface telles que l’approximation de
Kirchhoff (Ripoll et al. 2001). Nous accordons une attention particulière à cette approximation
dans la suite.

III.2.2 Approximation de Kirchhoff

L’approximation de Kirchhoff repose sur l’hypothèse que la surface du milieu peut être locale-
ment remplacée par son plan tangent. Les hypothèses de régularité de la surface évoquées plus
haut restent donc capitales.

Nous supposons ici que nous sommes en régime fréquentiel pour une source supposéeponctuelle
et isotrope de puissance P0 et placée en rs. La densité d’énergie vérifie alors l’équation

∇2Upr, ωq � κ2Upr, ωq � �4πP0

D
δpr� rsq

où D � cltr{3 et κ � apµac� ıωq{D sont définis au Chapitre II.

Connue aussi sous le nom de méthode du plan tangent, l’approximation de Kirchhoff est lar-
gement utilisée en optique et en acoustique pour traiter la diffusion par des surfaces rugueuses
(Nieto-Vesperinas 1991). Elle a été introduite pour le cas de l’Équation de Diffusion par Ripoll
et al. (Ripoll et al. 2001). Elle suppose que la densité d’énergieU en un point r est donnée par la
densité d’énergie incidenteUinc et celle refléchieUref par le plan local défini par sa normale nprq.
Notations et conventions

Dans toute cette section, nous utilisons les conventions et notations de la Figure III.3. Nous
considérons un point r de la surface. On notera pρ, zq les coordonnées d’un point dans le repère

4En tout rigueur le temps d’inversion varie comme Nm avec m compris entre 2 et 3 suivant les algoritmes utilisés.
L’algorithme le plus performant est en N2.376 (Press et al. 2007)
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Figure III.3 – Conventions et notations utilisées dans l’approximation de Kirchhoff

canonique Rc � pO, x, y, zq et pρ̄, z̄q dans le repère local Rn � tOs,nprq, tprqu défini par le plan
tangent et sa normale en r où Os est le projeté orthogonal de rs sur le plan tangent. On a alors
r � pρ, zqRc � pρ̄, 0qRn et rs � pρs, zsqRc � p0, z̄sqRn .

Les conventions de la transformée de Fourier sont celles de la page 32. Les vecteurs kinc et kref
désignent respectivement les vecteurs d’onde incident et réfléchi sur le plan tangent tels que
kinc � pK, z̄q et kref � pK,�z̄q.
Expression deU sur la surface

L’approximation de Kirchhoff repose sur l’expression de U sur la surface comme la somme
d’une densité incidente et d’une densité réfléchie sur le plan tangent à l’interface au point r. Elle
se fonde donc sur le calcul de cette densité d’énergie réfléchie et d’un coefficient de réflexion que
nous notons RKA. Pour l’obtenir nous écrivons dans un premier temps le spectre angulaire (ou
décomposition en ondes planes) de la densité d’énergie pour la variable spatiale ρ̄

Uprq �Upρ̄, z̄q �¼
ÛpK, z̄qeıK�ρ̄d2K

4π2

avec ÛpK, z̄q � ÛpK, z̄ � 0qeıγz̄ � ÛpKqeıγz̄ où γ � γpKq � a
κ2 �K2 et donc

n � ∇ÛpK, z̄q � ıγÛpK, z̄q
Nous posons maintenant

ÛrefpK, z̄q � ÛrefpKqe�ıγz̄
ÛincpK, z̄q � ÛincpKqeıγz̄
RKApKq � ÛrefpK, z̄q

ÛincpK, z̄q
La condition aux limites (III.14) peut alors être réécrite

Uprq � �2D
c
CRn � ∇Uprq

ÛpK, z̄q � �2D
c
CRn � ∇ÛpK, z̄q



42 Chapitre III. Résolution de l’équation de diffusion en géométrie complexe

ou encore, avec l’hypothèseUprq �Uincprq �Urefprq,
ÛincpKqeıγz̄ � ÛrefpKqe�ıγz̄ � �2D

c
CR

�
ÛincpKqeıγz̄ � ÛrefpKqe�ıγz̄�

ÛincpKqeıγz̄ � ÛrefpKqe�ıγz̄ � �2D
c
CR

�
ıγÛincpKqeıγz̄ � ıγÛreflpKqe�ıγz̄�

ÛincpK, z̄q �ıγ2Dc CR � 1
� � ÛrefpK, z̄q �ıγ2Dc CR � 1

�
ce qui donne finalement

RKApKq � 2ıDγpKqCR{c� 1
2ıDγpKqCR{c� 1

Nous écrivons maintenant que la densité d’énergie au point r est donnée par la somme des
signaux incident et réfléchi. Par définition de RKApKq nous obtenons

Uprq �Upρ̄, z̄q �¼ r1� RKApKqs ÛincpK, z̄qeıK�ρ̄d2K
4π2

(III.18)

avec ÛincpK, z̄q � P0ĜpK, z̄, rsq{D où ĜpK, z̄, rsq est le terme de spectre angulaire de la fonction de
Green pour un milieu infini donnée par la développement de Weyl (Born et Wolf 2005)�z̄ ¡ z̄s, ĜpK, z̄, rsq � 2π

ı

γ
eıγpz̄�z̄sq (III.19)

La densité d’énergie à la surface s’écrit alors

Uprq � ıP0

2πD

¼ r1� RKApKqs eıγpz̄1�z̄sq
γ

eıK�ρ̄d2K (III.20)

L’équation (III.20) est l’approximation de Kirchhoff de la densité d’énergie.

III.2.3 Lien avec la Méthode des Images

Considérons maintenant le terme expp2ıγzbq où zb est la longueur d’extrapolation définie par
l’équation (III.14). Si nous supposons que |ıγzb| ! 1, nous pouvons écrire que

expp2ıγzbq � exppıγzbq
expp�ıγzbq � 1� ıγzb

1� ıγzb � � ıγzb � 1
ıγzb � 1

� �RKApKq
et donc réécrire l’équation (III.18) sous la forme

Uprq �¼ r1� expp2ıγzbqs ÛincpK, z̄qeıK�ρ̄d2K
4π2�¼

ÛincpK, z̄qeıK�ρ̄d2K
4π2

�¼
ÛincpK, z̄qeıK�ρ̄�2ıγzb d

2K
4π2� Ûincprq �¼

P0ĜincpK, z̄, riqeıK�ρ̄d2K
4π2

avec ri � pρ,�z̄s � 2zbq. Or nous reconnaissons dans le second terme du membre de droite
l’expression de la densité d’énergie pour une source de puissance �P0 située en ri, c’est à dire le
terme correspondant à la contribution de la source image dans la méthode des images (III.16).
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Discussion

Le calcul précédent montre que, à une approximation près, la méthode des images appliquée
pour le plan tangent et l’approximation de Kirchhoff donnent le même résultat.

Revenons un instant sur cette approximation. Nous avons supposé que |ıγzb| ! 1 soit |zb| ! 1{|γ|
ou encore m� ltr ! 1{|γ| avec m P r2{3; 3s.
Cette hypothèse revient donc à dire que la longueur caractéristique de décroissance du signal est
plus grande que quelques libres parcours moyens de transport. Or dans le cadre de l’Approxi-
mation de la Diffusion, cette hypothèse est nécessaire puisque seules les échelles grandes devant
ltr sont bien décrites par l’ED. Ainsi les deux approches sont identiques et nous les regrouperons
sous la dénomination commune de Méthode du Plan Tangent. Cependant l’approximation de
Kirchhoff, nécessitant le calcul d’une intégrale, est plus coûteuse que la Méthode des Images qui
est purement géométrique. C’est pour cette raison que dans la suite de l’étude la dénomination
Méthode du Plan Tangent désignera de manière pratique la généralisation de la Méthode des
Images à d’autres milieux que ceux à géométrie plane.

III.3 Nature du signal mesuré

Lesmontages de tomographie optique étaient initialement constitués de capteurs (fibres optiques)
collés aumilieu observé (Ntziachristos et al. 2002). Cependant les limitations de ces géométries en
particulier pour l’imagerie in vivo (animal peu accessible, plongé dans un liquide d’adaptation,...)
ont entraîné l’apparition de géométries dites « non contact » (Graves et al. 2003) utilisant des
matrices de capteurs (de type CCD) associées à des systèmes optiques de mise au point. Dans
ces configurations le signal reçu par les détecteurs se déduit (Meyzonnette et Lépine 2003) de la
luminance émise par la surface observée. Or l’équation de la diffusion ne permet d’accéder qu’à
la densité d’énergie à la surface. Toute la difficulté de ces nouvelles géométries est donc de faire le
lien entre une grandeur directionnelle (la luminance) et une grandeur qui n’a plus de dépendance
angulaire (la densité d’énergie).

Dans les approches couramment rencontrées le signal mesuré est exprimé comme une gran-
deur directement proportionnelle soit à la densité d’énergie (Li et al. 1996) soit au flux radiatif
(Patterson et al. 1989) soit comme une grandeur hybride (Kienle et Patterson 1997). Nicolas
Ducros et al. (Ducros et al. 2008) se sont penchés demanière poussée sur la manière demodéliser
ce signal. Leur étude repose sur l’expression du signal donné par (Haskell et al. 1994)

MQpr, tq � »
Ωentrée

TFpuS,uqLpr,u, tqu � nΣdΩ
oùMQ est le signal (measured quantity), TF le coefficient de transmission de Fresnel à l’interface
et u la direction incidente de la luminance L dans le milieu. Ils montrent en particulier que,
pour minimiser les erreurs de modèle, il convient de préférer la densité d’énergie au flux afin
d’exprimer le signal mesuré.

Dans le cas d’une géométrie non contact, nous préviligierons cependant l’étude menée par Jorge
Ripoll et al. dans (Ripoll et al. 2003). L’intérêt de cette étude est double. Elle repose tout d’abord
sur un postulat simple et en un sens intuitif : la surface dumilieu diffusant se comporte comme un
diffuseur lambertien sur 2π sr. Mais surtout, les resultats des calculs théoriques sont confrontés à
la réalité expérimentale avec succès.

Considérons donc un système de détection caractérisé par son angle solide de collection Ωentrée -
défini par la pupille d’entrée du système - avec dans son champ de vision un élément de surface
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dΣS centré en r. L’ensemble des notations sont définies sur la Figure III.4. Le signal reçu par un
détecteur élémentaire est alors donné par (Meyzonnette et Lépine 2003)

dIdΣpr, tq � ToptLSpr,uS, tqnΣ � uSdΩentréedΣS

oùLS la luminance émise par la surface observée et Topt la transmission du système optique que
nous supposons être constante.

Figure III.4 – Conventions et notations utilisées pour établir l’expression du signal mesuré

L’hypothèse de diffuseur lambertien permet d’écrire que Lpr,u, tq � Lpr, tq et donc que (Ripoll
et al. 2003)

Jnpr, tq � »
2π
Lpr,u, tquS � nΣdΩ � πLpr, tq

ce qui permet alors de mettre le signal mesuré sous la forme

dIpr, tq � 1
π
ToptJnpr, tquS � nΣdΩdΣS (III.21)

Notons cependant que la mise en place d’un modèle de détection quantitatif absolu reste délicat.
En effet un certain nombre de paramètres restent mal maîtrisés et très difficiles à modéliser
en pratique : estimation de l’erreur de mise au point, influence de la profondeur de champ,
intégration sur l’angle solide de détection, etc. Une étape de calibration des modèles est alors
souvent nécessaire. Une solution séduisante a connu un écho indéniable en tomographie optique
de fluorescence : la normalisation de Born (Ntziachristos et Weissleder 2001) qui consiste à
prendre en compte le rapport entre les mesures effectuées à la longueur d’onde de fluorescence
et celles effectuées à la longueur d’excitation. Cette normalisation permet non seulement de
s’affranchir des étapes de calibration du système mais il a été également montré (Soubret et al.
2005) qu’elle limitait les effets des hétérogénités non modélisées ou des variations des proriétés
optiques du milieu sur les reconstructions tomographiques.

III.4 Conclusion du chapitre

Au cours de ce chapitre nous avons donc calculé la fonction de Green de l’équation de diffusion
pour des géométries simples, et nous avons présenté une manière de la résoudre dans le cas de
géométries plus complexes par intégrale de surface, et de manière approchée par la méthode du
plan tangent. La simplicité d’implémentation et la rapidité des algorithmes qui découlent de cette
dernière méthode sont deux arguments qui nous feront privilégier cette manière de procéder lors
des parties suivantes et en particulier lors des reconstructions de la partie C. Nous avons enfin
abordé la notion de détection non contact tout en soulevant les difficultés qui y sont liées.
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Comme nous l’avons dit en introduction la tomographie optique implique la résolution d’un
double problème, direct et inverse. Durant la première partie nous avons tenté d’apporter un

élément de solution au problème direct. Avant d’aborder les aspects techniques et les difficultés
liées à la résolution du problème inverse, il apparait raisonnable d’essayer de prévoir avec
quelle facilité (ou difficulté) nous allons théoriquement pouvoir le résoudre. Les vingts dernières
années ont vu l’explosion du nombre de techniques utilisées en tomographie optique diffuse,
les choix expérimentaux et théoriques étant généralement pilotés par les grandeurs à évaluer :
propriétés optiques du milieu ou d’une hétérogénéité, concentration en fluorophores, temps de
vie, ... Pour la plupart de ces travaux, une évaluation des performances des méthodes consiste à
déterminer avec quelle précision les méthodes sont capables d’estimer les paramètres d’intérêt
à partir d’un nombre plus ou moins restreint de tentatives. Par exemple en tomographie de
fluorescence les meilleurs résultats donnent des résolutions spatiales de l’ordre du millimètre
(Graves et al. 2003). Il est aussi parfois empiriquement admis que cette résolution est pilotée par
la taille du volume imagé (Wang et Wu 2007) (Leblond et al. 2009) et vaut entre 5 et 20% de
la taille de ce volume. Cependant rares sont les équipes ayant étudié les causes des difficultés
rencontrées ou les raisons de leur niveau de performance (résolution, précision, etc). Le but
de cette seconde partie est donc double : trouver un moyen de quantifier les performances
théoriques d’une méthode de tomographie et utiliser cette quantification afin de prévoir les
performances d’un système tomographique avec éventuellement la possibilité de l’optimiser, ce
qui reviendrait en quelque sorte à revenir sur la résolution du problème direct, afin d’aborder la
résolution du problème inverse dans lesmeilleurs conditions possibles. Bien que les remarques et
les résultats dégagésdans cette partie puissent s’appliquer à toutes lesméthodes tomographiques,
nous nous intéressons principalement à la localisation de sources en tomographie optique de
luminescence (TOL) - que ce soit en fluorescence ou en bioluminescence. Nous nous plaçons
dans un cadre statistique et mettons en œuvre des outils disponibles depuis le milieu des années
1940 (Radhakrishna Rao 1945) mais encore assez peu utilisés en tomographie optique diffuse
(Milstein et al. 2005) (Boverman 2007). Dans ce premier chapitre nous présentons ces outils
statistiques et les bases de notre procédure, avant de la tester sur quelques exemples dans les
chapitres suivants.

IV.1 La tomographie, un problème d’inférence statistique

Intrinsèquement, la tomographie optique de luminescence est un problème d’inférence puisqu’il
s’agit d’évaluer - reconstruire - un ensemble de paramètres, généralement une carte (concentration
en fluorophores, tempsde vie, rendement quantique,...), à partir d’une série demesures - appelées
aussi observations ou données - compte tenu d’un modèle - nommé modèle d’observation ou
bien modèle direct.
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IV.1.1 Un premier exemple

Commençons d’abord par introduire une situation qui consitue un exemple canonique en phy-
sique, le cas d’une source ponctuelle isotrope située dans une couche de milieu diffusant en
rs � pρ,�Lq (cf. Fig.IV.1).

Figure IV.1 – Exemple d’une source située à une profondeur L dans une couche de milieu diffusant

Nous supposerons que les propriétés optiques de cette couche et la coordonnée ρ de la source
dans le repère des coordonnées cylindriques sont connues. La position de la source sera donc
principalement caractérisée par sa profondeur notée L. Nous supposerons ensuite que le signal
émis en surfacede la couche est détecté parplusieurs capteurs (fibres optiques en contact direct, ou
matrice CCDmise aupoint à la surface de la couche). Afind’inclure dans notre réflexion aussi bien
des configurations de type bioluminescence (émission de la source indépendante de sa position)
que fluorescence (émission dépendante de la position de la source par rapport à une excitation),
nous caractériserons dans un premier temps l’émission de la source par un paramètre d’émission
noté β et pouvant représenter une intensité, une concentration, etc. Enfin nous modéliserons que
la propagation de la lumière entre la source et les détecteurs par l’équation de diffusion

La problématique de cette partie peut alors se résumer par une question : dans le cadre imposé par
l’équationde diffusion, avec quelle précisionpouvons-nous retrouver - reconstruire -L et β àpartir
des mesures faites en surface de la couche ? Intuitivement nous pouvons deviner que le bruit de
mesure et les erreurs demodèle joueront un rôle sur cette précision.Nous pouvons aussi imaginer
que plus la source sera profondément enfouie, plus il sera difficile d’estimer sa profondeur et son
intensité (influence de la sensibilité du signal). Enfin pour certaines configurations les valeurs
respectives de L et de β vontmutuellement intervenir dans leur évaluation. L’inférence statistique
offre alors un cadre rigoureux et cohérent permettant de quantifier ces éléments. Il nous permettra
en particulier :

• de définir la précision de reconstruction d’un paramètre

• établir la précision théorique attendue par une configuration expérimentale donnée

• de quantifier l’influence de l’évaluation d’un paramètre sur un autre.

IV.1.2 Formalisation générale de la problématique

La nature même de la tomographie optique en fait un problème discret aussi bien du point de vue
desmesures (intensitésmesurées surunensemblefini et discret dedétecteurs, ou «pixels») quedu
point de vue des paramètres à reconstruire (en particulier avec la notion de maille élémentaire de
volume, ou « voxel »). Notons alorsm le vecteur de tailleM rassemblant l’ensemble des mesures.
Celles-ci sont entachées de bruit. Nous pouvons donc considérer quem est un vecteur aléatoire,
c’est à dire un M-uplet de variables aléatoires1, dont les fluctuations sont une conséquence du

1Afin de simplifier les notations nous considèrerons le cas de variables à lois continues, mais tout ce qui suit reste
applicable au cas des variables à loi discrète.
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bruit. Nous considérerons aussi un second vecteur aléatoire b de taille N caractéristique du bruit
de l’expérience. Ce bruit pourra aussi bien inclure des erreurs de modèle (bruit de modèle) que
les bruits de mesure (ou d’instrumentation). Considérons ensuite le vecteur déterministe p de
taille P regroupant les paramètres à estimer. Nous noterons pÆ la vraie valeur théorique de ces
paramètres. Dans le cas de l’exemple précédent, nous noterons p � pL, βq le vecteur paramètre
considéré comme variable et pÆ � pLÆ, βÆq les valeurs théoriques à retrouver.
Enfin nous supposerons que le modèle d’observation est choisi et fixé, c’est à dire que nous avons
défini une application h telle que

h : RP �RN Ñ RMpp,bq Ñ m � hpp,bq (IV.1)

L’enjeu du problème inverse est alors d’obtenir unmoyen de retrouver le vecteur pÆ ayant servi à
générer lesmesuresm. Dans le langage de l’inférence statistique, il s’agit de trouver un estimateur,
c’est à dire une application p̂ sur le vecteurm des mesures telle que

p̂ : mÑ p̂pmq � p̃

où p̃ est une estimation de pÆ, le cas idéal, mais rarement réalisé en pratique, étant que p̂ � h�1

et que p̃ � pÆ.
L’objectif de ce chapitre est alors d’étudier les conséquences du choix d’un modèle direct parti-
culier sur le problème inverse. C’est à dire qu’à partir d’un modèle d’observation supposé vrai,
nous allons explorer les contraintes imposées par les mesures m sur la reconstruction des para-
mètres p. Cette étude passe en particulier par une caractérisation des estimateurs potentiellement
utilisables pour le problème inverse.

IV.1.3 Caractéristiques d’un estimateur

Nous rappelons ici les notions importantes utilisées pour caractériser des estimateurs et en
donnons une brève définition.

Variance et covariance

La variance renseigne sur la dispersion des valeurs estimées autour de la valeurmoyenne donnée
par l’estimateur. Dans le cas scalaire, la variance notée υ est donnée par

υp̂ppq � σ2p̂ppq � Arp̂pmq � p̄s2E (IV.2)

où σ est l’écart-type, x�y désigne l’espérance mathématique et p̄ � xp̂pmqy.
La notion se généralise au cas vectoriel avec la matrice de covariance centrée Υ de l’estimateur p̂
qui est définie par

Υp̂ppq � Arp̂pmq � p̄s rp̂pmq � p̄stE
où t est l’opérateur de transposition.
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Biais

Le biais Bp̂ associé à un estimateur p̂ donne une indication du comportement moyen de la
méthode d’estimation. Il est donné par la différence entre la véritable valeur des paramètres pÆ
et celle donnée par l’estimateur en moyenne :

Bp̂ppÆq � xp̂pmqy � pÆ � p̄� pÆ (IV.3)

Discussion

Il est doncpossible de caractériser un estimateur selondeux critères : sa faculté à atteindre la bonne
valeur asympotiquement (le biais) et sa précision pour une estimation donnée (la variance). Une
autre grandeur, le risque quadratique, peut être aussi employée pour caractériser un estimateur.
Le risque quadratique fait intervenir le biais et la variance de l’estimateur. Il est principalement
utilisée dans des situations où un compromis biais-variance doit être réalisé. En effet, il peut
arriver que le choix d’un estimateur légèrement biaisé mais à faible variance soit préférable au
choix d’un estimateur moins biaisé mais ayant une variance plus forte. Le risque quadratique
permet alors de définir la notion d’estimateur préférable. Cependant le biais est une grandeur peu
accessible en pratique et le calcul des risques quadratiques est donc délicat.

Une démarche fréquente en statistique consiste alors à rechercher des estimateurs non biaisés.
Nous supposerons donc dans cette étude que les estimateurs rencontrés seront de biais nul,
Bp̂ppÆq � 0, et ne nous imposerons pas de réaliser de compromis biais-variance, même si nous
verrons dans la partie C que cela peut être source de complication. La caractérisation des estima-
teurs sera donc fondée sur l’évaluation de leur variance. Nous définissons alors simplement la
précision d’un estimateur comme l’écart-type de l’estimateur, ce qui donne pour le cas scalaire
par exemple,

∆p � b
υp̂ppq � σp̂ppq (IV.4)

IV.1.4 Vraisemblance

La vraisemblance est une notion fondamentale des problèmes d’estimation. Nous avons fait
l’hypothèse au paragraphe IV.1 que les mesures formaient un vecteur aléatoire suivant une
certaine densité de probabilité. Notons2 f pm;pq cette densité pour un vecteur de donnéesm et un
vecteur de paramètres p. La vraisemblance Λ des données m est simplement cette densité mais
considérée comme une fonction des paramètres p

Λ : pÑ Λpp;mq � f pm;pq
Dans le cas de loi de probabilité appartenant à la famille exponentielle (loi normale, de Poisson,
Gamma,...), le terme vraisemblance est aussi utilisé pour désigner la log-vraisemblance lnΛpp;mq.
Nous pouvons d’ores et déjà noter que l’un des estimateurs les plus utilisés est le maximum de
vraisemblance

p̂pmq � argmax
p

lnΛpp;mq
où la notation argmax désigne l’argument maximum, c’est-à-dire l’élément p qui maximise la
fonction Λpp;mq3.

2Rappelons que dans la notation f px; yq, le point-virgule sépare les variables de la fonction f des paramètres. Ainsi
f pm; pq signifie que f est une fonction de m paramétrée par p.

3De manière analogue il est possible de définir l’argument minimum d’une fonction f , noté argmin f pxq
x
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IV.2 Inégalité de Cramér-Rao

Nous nous intéressons donc à la variance des estimateurs. Celle-ci nous permettra de définir la
précision de ces derniers. L’inégalité de Cramér-Rao renseigne sur la variance théorique qu’il
est possible d’atteindre pour une paramétrisation et un contexte expérimental donné. Nous
rappelons ici les principaux résultats liés à cette notion.

IV.2.1 Cas scalaire

Nous nous plaçons dans un premier temps dans le cas scalaire. Avec les hypothèses et notations
choisies plus haut, l’inégalité de Cramér-Rao s’écrit (Garthwaite et al. 1995)

σ2p̂ppq ¥ 1B�
d
dp lnΛpp;mq�2F � IFppq�1 (IV.5)

où IFppq � Ard lnΛpp;mq{dps2E est appelée l’information de Fisher et le terme IFppq�1 est la borne
de Cramér-Rao (BCR) pour les estimateurs non biaisés.

Discussion

La BCR caractérise les estimateurs au second ordre, c’est à dire du point de vue de la variance dont
elle est une borne inférieure. Elle renseigne ainsi sur la plus petite dispersion des valeurs estimées
d’un paramètre autour de sa moyenne, et donc sur la précision maximale qu’il est théoriquement
possible d’atteindre sur l’estimation de ce paramètre. Un estimateur permettant d’atteindre la
borne de Cramér-Rao est dit efficace.

La racine carrée de la BCR sur un paramètre p étant homogène à p, nous choisissons alors de
définir la précision théorique maximale sur l’estimation de p par

∆pmin � b
BCRppq (IV.6)

Cette précision ne dépendpas de l’estimateur choisi mais dumodèle et du contexte expérimental.
La BCR permet donc d’établir la précision maximale théorique qu’il est possible d’atteindre
sur l’estimation d’un paramètre pour un environnement donné. Elle apparait ainsi comme un
outil puissant de planification expérimentale permettant l’évaluation des performances d’une
technique tomographique.

IV.2.2 Cas vectoriel

Le résultat précédent se généralise au cas vectoriel (Réfrégier 2004). Sans perdre en généralité,
nous supposons que le vecteur des paramètres est de dimension 2 : p � pp1, p2q, par exemple
p � pL, βq. Nous définissons alors la matrice d’information de Fisher

IFppq � Ar∇ lnΛpp;mqs r∇ lnΛpp;mqstE (IV.7)

avec ∇ � pB{Bp1, B{Bp2qt. La matrice de Fisher est alors symétrique et ses éléments diagonaux
sont positifs. Nous posons

IFppq�1 � �
υ̂pp1q ς̂pp1, p2q
ς̂pp1, p2q υ̂pp2q 


et Υppq � �
υp̂pp1q ςp̂pp1, p2q
ςp̂pp1, p2q υp̂pp2q 
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L’inégalité de Cramér-Rao garantit alors que pour les estimateurs non biaisés

Υppq ¥ IFppq�1

L’inégalité est définie au sens des matrices semi-définie positives4.

En utilisant la définition de la semi-définie positivité avec les vecteurs de la base canonique de
R

2, nous déduisons en particulier les inégalités suivantes sur les variances

υp̂pp1q ¥ υ̂pp1q et υp̂pp2q ¥ υ̂pp2q
Dans la suite, nous choisissons d’écrire les composantes de la matrice d’information de Fisher
sous la forme :

IFpp; i; jq � �B B2BpiBp j ln rΛpp;mqsF , ti, ju � t1, 2u (IV.8)

Ce qui donne

IFppq � �
I1ppq I12ppq
I12ppq I2ppq


avec5,

I1ppq � IFpp; 1; 1q � �C B2Bp21 ln rΛpp;mqsG
I2ppq � IFpp; 2; 2q � �C B2Bp22 ln rΛpp;mqsG
I12ppq � IFpp; 1; 2q � �B B2Bp1Bp2 ln rΛpp;mqsF � IFpp; 2; 1q

Dans ce cas, la BCR ne peut se définir au sens d’un minimum de la variance que pour les termes
diagonaux. Sachant que

IFppq�1 � dppq�1
�
I2ppq I12ppq
I12ppq I1ppq
 avec dppq � I1ppqI2ppq � I12ppq2

les bornes de Cramer-Rao s’écrivent dans ce cas

BCRpp1q � 1
I1ppq � I12ppq2{I2ppq (IV.9)

BCRpp2q � 1
I2ppq � I12ppq2{I1ppq (IV.10)

4Si A est une matrice symétrique, alors elle est dite semi-définie positive si �x P RN, xAxt ¥ 0. Soient B et C deux
matrices telles que A� B � C alorsA� B ¥ 0 � C est semi-définie positive

5il est possible de montrer (Réfrégier 2004) que�C B2Bp2i ln rΛpp;mqsG �C� BBpi ln rΛpp;mqs
2
G
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Discussion

Nous pouvons alors noter que les expressions des différentes BCR dépendent de toutes les
composantes du vecteur de paramètres. La précision sur l’estimation d’une composante sera
donc fortement liée à l’estimation d’une autre composante. Ainsi plus le problème comportera
un paramètrage complexe plus la précision théorique sera délicate à estimer etmoins l’estimateur
est suceptible d’être efficace.

Reprenons le cas de l’exemple présenté dans la section IV.1.1 avec p1 � L et p2 � β. La remarque
précédente revient à dire par exemple que la précision sur l’estimation de la profondeur L de la
source dépend directement de l’estimation de son intensité β si celle-ci n’est pas connue a priori.
La précision et la BCR sur l’estimation de la profondeur et de l’intensité de la source seront alors
qualifiées de conjointes. Toujours en nous intéressant au cas de la précision sur L nous pouvons
constater que le cas scalaire correspond au cas particulier où nous cherchons à estimer L tout en
fixant β

BCRL � 1
I1ppq

Dans ce cas, la BCR sera appelée BCR simple. Il est en particulier intéressant de noter qu’étant
données les expressions des différents termes de la matrice de Fisher, nous avons nécessairement
I1ppq ¥ I1ppq � I12ppq2{I2ppq et donc que la précision conjointe sera toujours moins bonne que la
précision simple, c’est-à-dire qu’il sera théoriquement plus aisé d’estimer la profondeur L de la
source si son intensité β est déjà connue, ce qui se conçoit bien en pratique.

IV.3 Choix du modèle de bruit

L’une des difficultés de l’approche proposée ici consiste probablement à choisir le bon modèle
d’observation et le bon modèle de bruit. La partie A donnant plusieurs pistes pour le modèle
d’observation (transport et détectiondes photons émis), nous nous attarderons ici principalement
sur les modèles de bruit.

Si nous prenons en compte le détecteur et son électronique plusieurs sources de bruit existent :
le bruit de grenaille, le bruit thermique, le bruit de fond (dû au rayonnement ambiant), le bruit
d’obscurité, le bruit de lecture, ... Suivant les domaines de fonctionnement spectral et fréquentiel
du détecteur l’une des sources de bruit sera prépondérante vis à vis des autres. Ainsi dans le cas
de détecteurs fonctionnant dans le visible, proche infrarouge ou infrarouge très lointain, le bruit
thermique l’emporte généralement sur le bruit de grenaille (Meyzonnette 2002). Cependant un
modèle classique en tomographie optique consiste à considérer un détecteur idéal uniquement
limité par le bruit de grenaille - aussi nommé bruit de photons, bruit shot ou de Shottky. Le
bruit de grenaille suit une loi de Poisson, mais pour des niveaux de signal suffisamment élevés,
il est possible de le modéliser par un bruit additif gaussien centré de variance proportionnelle
au signal reçu (Ye et al. 1999). Les différentes sources de bruit citées plus haut étant décorrélées
entre elles, leurs variances s’ajoutent. Une manière d’affiner ce dernier modèle serait donc de
considérer la somme des variances du bruit shot et du bruit thermique (ou Johnson) (Boverman
2007). Celles-ci ont pour expressions respectives (Messin 2005) :

σ2shot � 2exiSy∆ f
et

σ2therm � 4kBT∆ f {Rc



IV.3. Choix du modèle de bruit 55

où e est la charge élémentaire d’un électron, xiSy est le photocourantmoyendélivré par le détecteur,
∆ f sa bande passante, kB est la constante de Boltzmann, T la température dans la résistance de
charge et Rc la valeur de cette résistance.

Dans la suite nous nous calculerons les matrices de Fisher et donc les BCR simple et conjointe
pour deux configurations courantes (Sentenac et al. 2007) : le cas d’une expérience limitée par un
bruit additif gaussien de variance indépendante du signal, qui correspondrait au cas où le bruit
thermique domine toute autre fluctuation, et le cas d’une expérience au bruit de photon suivant
une loi de Poisson. Dans les deux cas nous considérerons le bruit du point de vue du signal
lumineux photonique et non du point de vue du photocourant : les grandeurs statistique seront
calculées à partir des mesuresm données en nombre de photons plutôt qu’à partir du courant iS.
Les chapitres suivants développeront de manière plus précise le cas des expériences au bruit de
photon.

IV.3.1 Modèle de bruit additif gaussien centré

Vraisemblance gaussienne

Dans le cas d’un modèle de bruit additif l’équation (IV.1) se met sous la forme

m � hppq � b

où m est le vecteur regroupant les mesures (par exemple le nombre de photons reçu sur le pixel
k d’une matrice CCD) et sous l’hypothèse où b est un bruit centré on a xmy � hppq.
Considérons la k-ième mesure mk perturbée par le bruit bk, nous avons alors bk � mk � xmky. La
densité de probabilité sur la variable aléatoire de la mesure mk est donc directement donnée par
celle sur la variable aléatoire du bruit bk

f pmk;pq � f pmk � xmky;pq � f pbkq � 1b
2πσ20

exp

��rbks2
2σ20

�
ñ f pmk;pq � 1b

2πσ20

exp

��rmk � xmkys2
2σ20

�
où σ20 est la variance de bruit gaussien. En généralisant cette expression à tout le vecteur m et
en supposant que les bruits des différentes mesures sont indépendants entre eux, nous pouvons
écrire que la densité de probabilité des données s’exprime sous la forme :

f pm;pq � M¹
k�1

1b
2πσ20

exp

��rmk � xmkys2
2σ20

�
En rappelant que la vraisemblance des données m est simplement leur densité de probabilité
considérée comme une fonction de p, nous pouvons écrire que

Λpp;mq � f pm;pq � M¹
k�1

1b
2πσ20

exp

��rmk � xmkys2
2σ20

�� 1ap2πqMdetrΥbs exp�1
2
rm� hpbqstΥbrm� hpbqs


où mk est la k-ième composante du vecteur m et Υb � diagMpσ20q est la matrice de covariance du
bruit.
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Expression de la matrice d’information de Fisher

L’expression (IV.8) permet de calculer les coefficients de la matrice de Fisher pour une paramé-
trisation à deux dimensions, et donc d’en déduire les expressions de BCR :

I1 � 1
σ20 ķ

� BBp1 xmky
2 � 1
σ20 ķ

� BBp1hppq
2

(IV.11)

I2 � 1
σ20 ķ

� BBp2 xmky
2 � 1
σ20 ķ

� BBp2hppq
2

(IV.12)

I12 � 1
σ20 ķ

� BBp1 xmky
� BBp2 xmky
 � 1
σ20 ķ

� BBp1hppq
� BBp2hppq
 (IV.13)

Cas particulier du modèle linéaire

Supposons maintenant que le modèle d’observation est linéaire, c’est à dire tel qu’il existe une
matrice H vérifiant

m � Hp� b

Nous avons alors

lnΛpp;mq � �1
2
rm�HpstΥ�1

b rm�Hps
∇lnΛpp;mq � HtΥ�1

b rm�Hps
∇lnΛpp;mq∇lnΛpp;mqt � HtΥ�1

b rm�Hpsrm�HpstΥ�1
b Hx∇lnΛpp;mq∇lnΛpp;mqty � HtΥ�1

b xrm�Hpsrm�Hpstylooooooooooooomooooooooooooon
Υb

Υ�1
b H

soit selon l’équation (IV.7)

IFppq � HtΥ�1
b H (IV.14)

Sous réserve que la matrice HtΥ�1
b H soit inversible, cette dernière équation permet d’établir

l’expression de la BCR à partir du modèle d’observation et montre bien que celle-ci ne dépend
que du modèle et de la paramétrisation choisis.

Considérons alors l’estimateur dumaximumdevraisemblance, défini plus haut. Selon la première
ligne du calcul précédent, nous pouvons écrire

p̂pmq � argmax
p

lnΛpp;mq � argmax
p

��1
2
rm�HpstΥ�1

b rm�Hps
� argmin
p

�rm�HpstΥ�1
b rm�Hps	 � argmin

p
}m�Hp}2

Υb

qui n’est autre que l’expression de la solution du problème des moindres carrés. Ainsi comme
nous le reverronsdans lapartieC, l’estimation linéaire gaussienne est rigoureusement équivalente
à une résolution du problème inverse par méthode des moindres carrés.
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Notons Jppq � }m �Hp}2, la recherche de l’argmin de J revient alors à chercher le vecteur p̃ tel
que BJpp̃q{Bp � 0 or

Jppq � }m�Hp}2
Υb� rm�HpstΥ�1

b rm�Hps� mtΥ�1
b m� 2mtΥ�1

b Hp� ptHtΥ�1
b Htpt

et doncBBp Jppq����
p̃
� 0� �HtΥ�1

b m�HtΥ�1
b Hp̃ � 0

En supposant une nouvelle fois que HtΥ�1
b H soit inversible, nous pouvons écrire la solution du

problème sous la forme

p̂pmq � p̃ � �
HtΥ�1

b H
	�1

HtΥ�1
b m

Un calcul de la matrice de covariance de l’estimateur non biaisé permet alors de trouver grâce à

la symétrie de Υ�1
b et de

�
HtΥ�1

b H
	�1

Υp � Arp̂pmq � xp̂pmqys rp̂pmq � xp̂pmqystE� B�
HtΥ�1

b H
	�1

HtΥ�1
b pm�Hpqpm�HpqtΥ�1

b H
�
HtΥ�1

b H
	�1

F� �
HtΥ�1

b H
	�1

HtΥ�1
b

�
bbtDloomoon
Υ�1
b

Υ�1
b H

�
HtΥ�1

b H
	�1� �

HtΥ�1
b H

	�1 � IFppq�1

De plus un calcul du biais permet de trouver que

Bp̂ppÆq � xp̂pmqy � pÆ � B�
HtΥ�1

b H
	�1

HtΥ�1
b m

F� pÆ� �
HtΥ�1

b H
	�1

HtΥ�1
b xHpÆ � by � pÆ� 0

Ainsi dans le cas linéaire gaussien, l’estimateur du maximum de vraisemblance est non biaisé et
atteint sa BCR. Il est donc efficace.

IV.3.2 Modèle de bruit de Poisson

Vraisemblance poissonienne

Dans le cas d’unmodèle de Poisson avec indépendancedubruit sur lesmesures, la vraisemblance
des observationsm est directement donnée par

Λpp;mq � M¹
k�1

xmkymk

mk!
e�xmky, xmky ¡ 0
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Expression de la matrice d’information de Fisher

De manière similaire au cas gaussien, nous pouvons exprimer les coefficients de la matrice de
Fisher pour une paramétrisation à deux dimensions

I1 �
ķ

� BBp1 xmky
2 1xmky (IV.15)

I2 �
ķ

� BBp2 xmky
2 1xmky (IV.16)

I12 �
ķ

� BBp1 xmky
� BBp2 xmky
 1xmky (IV.17)

IV.3.3 Discussion et interprétation simple de la BCR

Considérons les BCR simple et conjointe pour une situation où le vecteur des observations se
réduit à une seule mesure. Les expressions des coefficients de la matrice de Fisher se simplifient
et nous pouvons noter que

I1 � I212{I2 � 0

La matrice de Fisher n’est alors pas inversible, et le problème de l’estimation conjointe des deux
paramètres p1 et p2 est indéterminé. Dans le cas de l’exemple de la section IV.1.1 nous retrouvons
donc bien le fait qu’il est impossible d’estimer à la fois la profondeur et l’intensité de la source à
partir d’une seule mesure et que pour lever cette indétermination il faut plusieurs observations
et donc soit se placer en régime temporel et effectuer une mesure résolue en temps, soit réaliser
une mesure tomographique résolue spatialement.

Enfin si nous considérons les expressionsdes coefficients de Fisherpour les deuxmodèles de bruit
précédemment utilisés, nous pouvons constater que leurs calculs passent par celui de la dérivée
desmesures par rapport auxparamètres considérés. LaBCRdépenddoncprincipalement dedeux
facteurs : le niveau de bruit et la sensibilité des signaux enregistrés aux paramètres reconstruits.
Prenons par exemple le cas de la BCR simple sur l’estimation d’un paramètre pi, nous pouvons
formaliser l’expression de la BCR sous la forme

BCRpi � p∆mq2pBm{Bpiq2 ñ BmBpi � ∆ma
BCRpi

Cette formemontre que la BCR peut s’interpréter simplement comme la variation minimum qu’il
faut appliquer au paramètre pi pour avoir une variation visible de la mesure, c’est-à-dire dont
l’amplitude est supérieure à l’écart-type du bruit.

IV.4 Conclusion du chapitre

Au cours de ce chapitre nous avons adopté une approche de la tomographie optique diffuse dite
« probabiliste » en définissant cette dernière comme un problème d’estimation. Cette approche
repose sur un modèle de bruit permettant d’écrire les mesures sous la forme d’une densité de
probabilité. Elle fait en particulier intervenir les notions d’estimateurs, de variance et de borne
de Cramér-Rao (BCR). Cette dernière permet de définir de manière rigoureuse la notion de
précision théorique des reconstructions en tomographie optique diffuse de luminescence (TOL).
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L’utilisation de la BCR reste encore très marginale en TOL (Milstein et al. 2005). Nous avons dans
ce chapitre introduit cette analyse ainsi que les outils qu’elle utilise afin d’établir pour la première
fois une procédure d’évaluation de caractérisation des performances théoriques d’un protocole
de tomographie optique diffuse. Cette procédure s’articule autour de deux axes clés : une analyse
des bruits perturbant les mesures du protocole et un calcul de la sensibilité - de la dérivée - de
ces mesures aux différents paramètres d’intérêt.

Dans la suite, nous développerons l’exemple de la section IV.1.1 sous hypothèse de bruit de Pois-
son avec la paramétrisation à deux dimensions déjà exposée.Nous appliquerons notre procédure
pour l’estimation de la profondeur d’une source en fonction de différents éléments comme le
choix des géométries de détection, du régime ou du modèle de propagation. Le choix de ce mo-
dèle simple repose sur plusieurs arguments. Non seulement il s’agit d’une situation canonique
dans le sens où il est relativement facile d’obtenir des formulations analytiques des grandeurs qui
nous intéressent, mais il a été aussi montré que la source ponctuelle était un modèle valide pour
certaines applications biomédicales, en particulier sur l’os (Comsa et al. 2008), ou pour modéliser
des objets relativement gros comme des tumeurs marquées de près d’un centimètre de diamètre
(Milstein et al. 2005).
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Lesoutils définis au chapitre précédent donnent unmoyende caractériser lesperformancesd’un
protocole expérimental donné. Dans ce chapitre nous les mettons en œuvre sur l’exemple

introduit dans la section IV.1.1 : la localisation d’une source ponctuelle dans une couche de
milieu diffusant, couche qui pourra être stratifiée. Cet exemple permet en particulier d’aborder
une problématique biomédicale importante pour Quidd qu’est l’imagerie du cerveau du petit
animal à travers le crâne. Ce type d’imagerie est délicat car le milieu considéré présente de
fortes hétérogénités et des zones non diffusantes qui mettent en défaut l’approximation de la
diffusion. De plus la forte diffusion des os du crâne dégrade les signaux mesurés et oblige
souvent les équipes à retirer une partie de la calotte cranienne de l’animal. Lemodèle demilieu en
couches stratifiées introduit dans la sectionV.1 pourra alors être vu commeune approximation 1D
d’une géométrie crânienne. Nous ne nous intéresserons dans un premier temps qu’à des sources
dites bioluminescentes, c’est-à-dire à des sources dont l’intensité ne dépend pas d’une excitation
lumineuse extérieure. Cela inclut donc aussi bien les molécules effectivement bioluminescentes
que les molécules chémiluminescentes dont la mise au point constitue un des principaux axes de
recherche en chimie de Quidd.

V.1 Localisation d’une source pour une géométrie crânienne simplifiée

Dans cette section nous nous intéressons à la capacité à localiser une source ponctuelle à partir
d’une mesure d’intensité faite en surface en régime stationnaire. Cette étude a fait l’objet d’un
article publié dans la revue Optics Letters (Boffety et al. 2008) que nous reproduisons ici.
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We introduce a methodology to determine quantitatively the depth resolution limit in luminescence diffuse
optical imaging. The approach is based on a Cramer–Rao statistical analysis, a noise model, and calculations
of photon transport in tissues. We illustrate the method in the case of luminescence imaging in a brain–skull
model, showing its potential applications in molecular imaging on small animals. © 2008 Optical Society of
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The ability of diffuse light to probe scattering and ab-
sorption properties of tissues has opened new direc-
tions in functional and structural biomedical imaging
[1]. Luminescence diffuse optical tomography has
been demonstrated using targeted or activable fluo-
rophores [2], or bioluminescence [3], making diffuse
light a novel and valuable tool for in vivo molecular
imaging and drug development [4]. Luminescence
diffuse optical imaging (LDOI) offers a large variety
of contrasts, but quantitative imaging requires an in-
verse reconstruction because of image blurring
caused by scattering and absorption in tissues [5,6].
Reconstructions of fluorophores distribution in small
animals have been demonstrated with noncontact
fluorescence diffuse optical tomography [2,7]. In this
context, a key issue is the determination of the per-
formances of a given setup in terms of spatial reso-
lution (in particular depth resolution) and signal
quantification.

In this Letter, we propose a rigorous methodology
to determine the depth resolution limit of a given
LDOI setup. We illustrate the method on a model of
luminescence imaging of the mouse brain–skull sys-
tem. We consider the simplified one-dimensional ge-
ometry depicted in Fig. 1. The optical properties and
width of each layer were taken from the literature
[8–11] and are given in Table 1. For simplicity, we
have assumed uniform refractive index n and aniso-
tropy parameter g. An isotropic source of lumines-
cence (fluorescence, bioluminescence, or chemilumi-
nescence) is located at a depth L below the skin–air
interface. The diffuse emitted light is collected on the
upper skin–air interface using a CCD camera. In this
Letter, the source intensity is assumed to be indepen-
dent of its depth. This corresponds either to the ac-
tual situation in bioluminescence or chemilumines-
cence imaging or to an ideal fluorescence excitation
for which the illuminating light would not undergo
any attenuation by scattering or absorption.

The resolution capabilities of a given setup cannot
be determined independently from the noise level. A

rigorous framework to determine quantitatively the
resolution limit in the reconstruction of a given pa-
rameter is provided by the Cramer–Rao analysis that
combines the calculation of the signal sensitivities
and a noise model [12,13]. The Cramer–Rao bound
(CRB) gives a lower bound for the variance of an un-
biased estimator of the parameter to be reconstructed
(e.g., the source depth). Thus the CRB can be used to
define the theoretical ultimate resolution limit, given
a noise model and a noise level. We briefly summa-
rize the CRB approach and its application to the

Fig. 1. (Color online) One-dimensional model of a mouse
brain–skull system. The inset shows a cross section of a
real system. The parameters of each layer are given in
Table 1.

Table 1. Parameters of the Brain–Skull Model

# Tissue n g

�s

�mm−1�

�a

�mm−1�

Thickness
(mm)

1 Skin 1.38 0.9 1.7 0.025 0.2

2 Skull 1.38 0.9 20 0.025 0.25

3 CRF 1.38 0.9 �0 �0 0.05

4 GM 1.38 0.9 20 0.030 2

5 WM 1.38 0.9 60 0.030 4

CRF, cephalo-rachidian fluid; GM, grey matter; WM, white

matter.
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present LDOI model (see [12] for the derivation of the
general expression of the CRB).

For a given position p of the CCD camera, the av-
erage photon number hitting pixel number k is given
by

�mk,p� = T�
V

gk,p�r�n�r�d3r, �1�

where T is the observation time, n�r� is the average
photon-number emission density (unit �s−1m−3�) at
position r= �x ,y ,z� inside the volume V of interest
(i.e., the volume V in which the luminescence sources
are located a priori), and gk,p�r� is the probability for
a photon emitted at point r to be detected by pixel k
for the position p of the CCD camera. In the presence
of noise, the detected signal fluctuates. Let us denote
by m= 	mk,p
 the ensemble of detected photon num-
bers mk,p. For photon-noise-limited imaging, the
number of detected photons mk,p obeys Poisson sta-
tistics. Assuming uncorrelated noise on each pixel,
the probability law of m is given by

P�m� = �
p=1

N

�
k=1

M �mk,p�mk,p

mk,p!
exp�− �mk,p��, �2�

where M is the number of pixels on the CCD and N is
the number of positions of the camera. In the follow-
ing, we make two hypotheses. First, we assume a
point source located at a depth of L, with emission
rate �, so that n�r�=���x ,y ,z−L� and �mk,p�
=�Tgk,p�L�. Second, we assume that the source emis-
sion rate � is perfectly known, and we focus on the
determination of the source depth L. The CRB in this
case is given by [12,13]

CRB = ���L ln P�m��2�−1, �3�

where �L=� /�L. Note that the term in brackets is the
Fisher information. The CRB is the lower bound of
the variance of the reconstructed source depth L. If
�L denotes the standard deviation of the recon-
structed depth in the presence of noise, one has �L

��CRB. In the case of Poisson statistics, one obtains
from Eqs. (2) and (3)

CRB = �T�
p=1

N

�
k=1

M 1

gk,p�L�
��Lgk,p�L��2�−1

. �4�

Equation (4) suggests a practical methodology to
compute the CRB of a given LDOI setup for photon-
noise limited imaging from the knowledge of the pho-
ton detection probabilities (PDPs) gk,p�L� and their
derivatives (also called parametric sensitivities).
These quantities can be computed from a photon
transport model [radiative transfer equation (RTE)
or diffusion approximation when the latter is valid].
Note that in simple geometries, the parametric sen-
sitivities can be directly calculated from a Monte
Carlo algorithm [14]. The resolution limit �L

��CRB is readily deduced. To illustrate the proce-
dure on the configuration shown in Fig. 1, we make a
simplification by considering that the luminescence

signal is simply the number of photons detected over
the whole CCD camera for a single position of the
camera m=�k,pmk,p. Equation (4) yields

CRB =
g�L�

�T��Lg�L��2
�5�

with g�r�=�k,pgk,p�r�. The depth resolution limit is
deduced,

�L =
1

��T

�g�L�

�Lg�L�
. �6�

In terms of the average detected photon number
�m�=�Tg�L�, the resolution limit reads �L

=��m� /�L�m�. This expression suggests a simple in-
terpretation of the resolution limit calculated from
the CRB; the minimum standard deviation of L is
given by the value that induces a change in the sig-

nal that equals the noise level (given by ��m� in
photon-noise-limited imaging). In practice, it might
be convenient to define a normalized resolution limit
that depends only on the geometry and optical prop-
erties of the system:

�Lnorm = ��T�L =
�g�L�

�Lg�L�
. �7�

To compute the PDP and its derivative in the LDOI
configuration shown in Fig. 1, we use a Monte Carlo
solution of the RTE [15] with an isotropic point-
source term that corresponds to the luminescence
source. The use of the RTE, rather than the diffusion
approximation, allows one to handle carefully the in-
terface boundary conditions and the contribution of
short paths [16]. The RTE is particularly useful to
deal with multilayer systems, such as the brain–
skull model, involving thin or weakly scattering lay-
ers [17,18]. The CCD camera images a 1.5 cm
�1.5 cm field of view. We assume an ideal detection
scheme in which the signal is the energy flux angle-
integrated over 2� sr and spatially integrated over
the whole CCD camera (this mimics the signal that
would be recorded by a CCD camera in close contact
with the upper surface). The methodology can be eas-
ily extended to a tomographic detection setup by us-
ing free-space radiometric propagation [19]. The cal-
culated PDP is shown in Fig. 2 (squares). The depth
L is changed from 0.4 to 4.4 mm corresponding to a
source scanning the grey matter (GM) and white
matter (WM). The interface separating GM from WM
is indicated by the vertical line. The PDP exhibits a
different behavior in the GM and the WM. In particu-
lar, when crossing the interface, the slope of the PDP
changes. The sensitivity �Lg�L� is larger in the WM,
i.e., in the most scattering medium. This change of
sensitivity will affect the CRB and the resolution
limit. For comparison, we also show in Fig. 2 the
same calculation for a homogeneous slab of identical
width but with effective optical parameters deduced
from Table 1 by an average over the scattering and
absorption optical depths of each layer. The behavior
of the PDP is different, especially close to the
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interface. This result shows that accounting for the
real multilayer geometry in the particular case of
brain imaging through the skull system cannot be
avoided.

From the calculated PDP, we can deduce the nor-
malized resolution limit �Lnorm. This amounts to cal-
culating numerically the derivative �Lg�L�. The re-
sult is shown in Fig. 3(a) for the multilayer brain–
skull model and in Fig. 3(b) for the effective
homogeneous slab.

The normalized resolution limit increases when
the source depth increases, an expected behavior due
to the attenuation of the image contrast by scattering
and absorption in tissues. In the homogeneous sys-
tem [Fig. 3(b)], the resolution limit increases mono-
tonically. In the brain–skull geometry [Fig. 3(a)], the
interface between GM and WM plays a substantial
role. The higher sensitivity in the WM induces an
abrupt improvement of the theoretical resolution
limit. Finally, let us emphasize that our approach al-
lows one to deduce a quantitative estimate of the res-
olution limit that could be reached under ideal condi-
tions. In the configuration studied here, assuming a
perfectly known anatomy and a photon-noise-limited
detection, one has �Lnorm�5 mm in the GM. In a
typical fluorescence imaging setup, one detects
�g�L��105–106 cps on the CCD camera [20]. With a
PDP g�L��0.5, this gives ��106 cps. For a detection

time T�100 ms, one obtains �L�15 �m. This
theoretical resolution limit is far below the depth res-
olution that is obtained with current techniques,
even using tomographic setups. Let us remind that
this limit is calculated under ideal conditions and
that the source emission rate is assumed to be per-
fectly known. Nevertheless, it shows that there is a
lot of room for improving the imaging capabilities in
terms of depth resolution.

Potential improvements can be expected by using
a priori information on the source, by a better knowl-
edge of the anatomic model, a reduction of noise (e.g.,
autofluorescence source fluctuations), or the use of an
accurate photon transport model in the reconstruc-
tion [21]. Application of the results in this Letter to a
real tomographic setup is under progress.

This work was supported by the European Union
(EU) Integrated Project Molecular Imaging under
contract LSHG-CT-2003-503259.
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Fig. 2. (Color online) PDP g�L� for the multilayer brain–
skull model in Fig. 1 (squares) and for a homogeneous slab
with effective optical parameters (circles). The vertical line
locates the interface between grey and white matters.

Fig. 3. (Color online) Normalized resolution �Lnorm. (a)
Multilayer brain–skull model. (b) Homogeneous slab with
effective optical parameters.
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Il apparait clairement dans cette étude que ce qui limite intrinsèquement la précision des recons-
tructions tomographiques en régime stationnaire ne semble pas être la physique des phénomènes
diffusifs mais plutôt les bruits. Par bruits il faut entendre à la fois les bruits dû à l’instrumentation
et aumilieu (comme l’autofluorescence)mais aussi les bruits dûs aux erreurs demodèles (mécon-
naissance des propriétés optiques des tissus, de l’anatomie du sujet d’étude, etc). En effet nous
pouvons voir que, si le modèle de propagation est supposé « vrai », pour une paramétrisation
bien choisie, il est possible d’atteindre des précisions largement submillimétriques et donc poten-
tiellement de battre la limite imposée par la longueur de transport (dans le cas du milieu effectif).
Enfin il faut noter que ces précisions sont atteintes dans une configuration très particulière. Tout
d’abord l’intensité de la source est supposée connue. Cette situation favorable n’est pas réalisée
en pratique puisque les méthodes de tomographie de luminescence actuelles reposent justement
sur une reconstruction de l’intensité des sources. Ensuite l’ensemble des calculs faits dans cette
étude a été réalisé à partir d’une seule et unique mesure en surface. Or les techniques actuelles
utilisent un grand nombre de données (utilisation dematrices CCD, mesures en régime temporel,
etc), il convient donc de prendre en compte ces paramètres pour affiner cette première étude.

V.2 Influence de la géométrie de détection

Dans cette section nous nous intéressons au milieu homogène effectif présenté dans la section
précédente et dont les propriétés optiques (cf table V.1) sont obtenues en moyennant celles du
milieu stratifié (représentant une structure cerveau-crâne de petit animal) en pondérant chaque
couche par son épaisseur optique.

n g µs [mm�1] µa [mm�1] Epaisseur [mm]
1.38 0.9 36.7 0.029 9

Table V.1 – Caractéristiques optiques et géométriques du milieu effectif

Le modèle de propagation choisi ne sera plus l’ETR mais l’approximation de la diffusion. Cela
permet en particulier une formulation analytique du problème. Nous nous intéresserons à l’in-
fluence de deux paramètres sur la précision de localisation : la méconnaissance de l’intensité de
la source et la géométrie de détection. Concrètement nous calculerons les précisions simples et
conjointes pour différentes géométries de détection.

V.2.1 Géométries et modèle de propagation

La figure V.1 présente les notations et les conventions choisies pour cette étude. La détection
est réalisée à l’aide d’une matrice de capteurs placée en contact avec la surface du milieu de
manière analogue à la section précédente. Deux types de géométrie sont choisis : un cas où la
détection se fait uniquement au niveau du plan z � 0 et un cas où elle est réalisée sur les deux
plans z � 0 et z � �9 mm. Les plans de détection sont tous divisés en 32 � 32 pixels (cf Fig.
V.2). Cette discrétisation a été choisie en faisant un compromis entre contenu informationnel et
quantités des données. Nous avons en particulier pris soin d’échantilonner de manière adéquate
la tache de diffusion imagée à la surface : tous les photons sortant par le plan considéré sont pris
en compte quelle que soit la profondeur de la source et le pas de discrétisation est suffisamment
fin pour correctement mesurer la décroissance de l’intensité diffuse. Le contenu informationnel
des images est donc maximal.

Le modèle de propagation choisi est donc l’approximation de la diffusion et nous nous plaçons
en régime stationnaire. Comme dans la section précédente, la détection se fait sur 2π sr. Le signal
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Figure V.1 –Milieu homogène effectif et conventions
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(a) Maillage de détection à un plan
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(b) Maillage de détection à deux plans

Figure V.2 – Géométries de détection

moyen mesuré par le k-ième pixel est donné en nombre de photons et est noté xmky. Si nous
notons dΣ la surface d’un pixel et que nous la supposons suffisamment faible pour que le signal
reçu soit uniforme sur le pixel, nous pouvons écrire à l’aide de l’expression (III.21) quexmky � Texp

hν
JndΣ

où Texp est le temps d’exposition et hν est l’énergie d’un photon. Jn est la composante du flux
selon la normale n � ez définie au chapitre II et donnée selon la loi de Fick par

Jn prq � �Dn � ∇Uprq
où D � cltr{3 est le coefficient de diffusion, etU la densité d’énergie. La condition aux limites

Uprq � zbn � ∇Uprq � 0

où zb est la distance extrapolée et le fait que

Uprq � PsGpr � rsq
où Ps est la puissance de la source donnée en Watts et G la fonction de Green de l’équation de
diffusion, permettent d’écrire finalementxmky � Texp

hν
D
zb
PsGprk � rsqdΣ � βTexp

D
zb
Gprk � rsqdΣ (V.1)

où β � Ps{phνq est l’intensité de la source en nombre de photons par unité de temps.

Le signal est alors directement proportionnel à la fonction de Green d’une tranche donnée par la
méthode des images

Gprk � rsq � 1
D

8̧
p��8���exp

�
ıκ
���rk � rppqs

���	���rk � rppqv

��� � exp
�
ıκ
���rk � rppqi

���	���r� rppqi

��� ���
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avec

rppqs � ������ xsyszp � �L� 2pd � 4pzb
, rppqi � ��������� xsyszi � #

L� 2pd � p4pd � 2qzb, (face du haut)
L� p2p � 2qd� p4pd � 2qzb, (face du bas)

où d est l’épaisseur de la tranche, pxs, ys,�Lq sont les coordonnées de la source et rk la position du
centre d’un pixel de détection. Les deux suites trppqs u et trppqi u sont les suites des coordonnées des
sources réelles et images définies par laméthodes des images (Patterson et al. 1989) et permettant
de respecter la condition aux limites au niveau des deux interfaces de la couche.

V.2.2 Calcul des précisions

Nous supposerons à nouveau que les mesures sont limitées uniquement par le bruit de photon
et donc le modèle de bruit suit une loi de Poisson. Les coefficients de la matrice de Fisher sont
alors donnés par

I1 �
ķ

� BBL xmky
2 1xmky � βTexp
D
zb
dΣ

ķ

� BBLGprk � rsq
2 1
Gprk � rsq (V.2)

I2 �
ķ

� BBβ xmky
2 1xmky � βTexp
D
zb
dΣ

ķ

Gprk � rsq (V.3)

I12 �
ķ

� BBL xmky
� BBβ xmky
 1xmky � βTexp
D
zb
dΣ

ķ

� BBLGprk � rsq
 (V.4)

où rk est la position du centre d’un pixel de détection.

Nous définissons alors les précisions simple et conjointe sur L par

∆Lsimple � 1?
I1

∆Lconjointe � 1b
I1 � I212{I2

La première donne la précision sur l’estimation de la profondeur de la source en supposant que sa
puissance est connue et fixée. Le seconde s’applique au cas où la puissance est aussi une grandeur
inconnue qui doit être estimée.

La forme particulière des coefficients de Fisher permet une nouvelle fois de définir les précisions
simples et conjointes normalisées :

∆Lnormsimple � βTexp
1?
I1

∆Lnotmconjointe � βTexp
1b

I1 � I212{I2
exprimées en mm.s.nombre de photons. Ces précisions sont indépendantes de l’émission de la
source et du temps d’exposition et ne dépendent que de la géométrie du système de détection et
des proriétés optiques du sujet d’étude. Elle permettent d’établir des données qui pourront être
facilement adaptées à plusieurs types de sondes bioluminescentes et différents temps d’acquisi-
tion.
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V.2.3 Résultats et discussion

Les précisions normalisées simple et conjointe ont été calculées pour différentes profondeurs de
la source et sont présentées sur les courbes de la figure V.3. Nous retrouvons ici le comportement
attendu évoqué au chapitre précédent selon lequel la précision conjointe est moins bonne que la
précision simple. En effet nous observons ici simplement la conséquence du fait que l’estimation
de la profondeur seule est plus aisée que l’estimation simultanée de la profondeur et de l’intensité.
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(a) Précisions pour un plan de détection
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(b) Précisions pour deux plans de détections

Figure V.3 – Précisions simple (trait plein bleu) et conjointe (points rouges) pour les deux géométries de
détection.

Dans le cas d’unedétection àdeuxvues, nouspouvons aussi remarquerun comportement original
de la précision conjointe. Celle-ci passe en effet par un minimum local au centre de la couche et
coïncide alors avec la précision simple. Ce phénomène signifie deux choses : (i) au centre de la
couche la précision ne dépend plus de l’intensité de la source et (ii) il est plus facile de localiser la
source à cet endroit. Cela peut s’expliquer par le choix de la géométrie de détection. Celle-ci est
tout d’abord symétrique, les deux plans de détection sont rigoureusement les mêmes, il est donc
normal que les courbes des précisions simple et conjointe admettent un axe de symétrie au niveau
du centre de la couche. Ensuite l’apparition duminimum local peut être expliquéepar le fait qu’au
centre de la couche, en absence de bruit, les signaux reçus par les deux plans de détection sont
rigoureusement identiques. Donc quelle que soit l’intensité de la source nous sommes en mesure
de savoir que la source est placée exactement au milieu de la couche (localisation indépendante
de l’intensité de la source et donc plus aisée).

La figure V.4 présente les précisions conjointes pour les deux géométries de détection pour des
profondeurs de source comprises entre 1mm et 5mm. Notons la différence des valeurs absolues
des différentes précisions. Dans le cas d’une détection avec une seule vue la précision croît très
fortement pour les grandes profondeurs alors que dans la seconde configuration la présence
des détecteurs en z � �9 mm permet de maintenir une précision inférieure à 1.5 mm.s.nb de
photons quelle que soit la profondeur de la source. Nous pouvons en particulier voir sur la
figure V.4 que si les précisions pour les deux configurations sont à peu près les mêmes pour les
faibles profondeursde sources celles-ci deviennent rapidement très différentes.Ce comportement
s’explique simplement par deux éléments : l’augmentation du nombre de données (il y a deux
fois plus de données dans le second cas), qui augmente la valeur des coefficients de Fisher et
donc améliore la précision, et la symétrisation du problème, qui supprime la notion de grandes
profondeurs.

Une dernière remarque pourrait être faite au sujet de la différence de valeurs absolues entre la
précision simple de l’étude de la section précédente et celle présentée sur la figure V.3.(a). Il y
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FigureV.4 – Précisions conjointes pour les deux géométries : un seul plan de détection (points orange) et
deux plans de détection (trait plein vert).

a en effet près d’un facteur 5 entre les précisions des deux études. Cela pourrait être attribué à
l’augmentation du nombre de données : une seule mesure pour l’étude reportée dans l’article
d’Optics Letters contre 1024 pour la seconde. Cependant il faut nuancer cette conclusion en
rappelant que le modèle de propagation utilisé dans les deux cas n’est pas le même et que
la BCR ne donne d’information que pour un contexte donné c’est-à-dire pour des modèles de
bruit et d’obervation particuliers. Dans ce cas il est délicat de séparer les contributions dues à
l’accroissement du nombre de données et celles dues au modèle, une comparaison trop rapide
peut donc être dangereuse.

V.3 Conclusion du chapitre

Au cours de ce chapitre nous avons mis en œuvre, sur deux études, les outils introduits au
chapitre précédent. L’analyse de Cramér-Rao donne un cadre rigoureux et cohérent permettent
de donner une indication de la limite de précision théorique sur l’estimation d’un paramètre,
ici la position d’une source. En utilisant les deux modèles de propagation que sont l’ETR et
l’approximation de la diffusion, nous avons pu voir l’influence de différents paramètres sur cette
précision comme la connaissance du modèle anatomique, la connaissance de l’intensité de la
source, la configuration de détection. Il ressort ainsi que ce qui limite principalement la précision
est avant tout notre méconnaissance des sytèmes étudiés (propriétés optiques, anatomie,...) et
qu’il est théoriquement possible d’améliorer encore les techniques actuelles. Les axes de progrès
possibles sont variés et certains sont déjà explorés.Ainsi l’imageriemulti-modale (cf chapitre I) est
utilisée afin d’apporter des informations supplémentaires sur les propriétés optiques des tissus
et l’anatomie des sujets d’étude. La suppression des bruits de mesure apparait aussi comme un
élément d’amélioration, l’utilisation de détecteurs refroidis allant dans ce sens. Enfin la borne
de Cramér-Rao permet aussi de comparer quantitaviement différentes configurations et donc de
choisir celle qui, idéalement, montre les meilleurs performances. Elle apporte en cela une solution
au problème d’instrumentation évoqué au chapitre I. Ainsi l’utilisation d’un grand nombre de
données apparait comme un facteur clé de l’amélioration de la précision (Wang et al. 2005). Le
choix du mode d’acquisiton peut aussi être déterminant (Gao et al. 2002). Nous insisterons enfin
sur le fait que le modèle idéal présenté ici fait intervenir une paramétrisation fonction de L et de β
qui est non linéaire alors que la majorité des techniques actuelles se place dans un cadre linéarisé
(Arridge et Schotland 2009). Le cas canonique étudié dans cette partie doit donc être vu comme
un étalon idéal, un outil de planification expérimentale.
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Ce chapitreprolonge les étudesdu chapitre précédent au cas de sources fluorescentes. L’un des
intérêts de ces sources vient de leur mode d’excitation. En effet contrairement aux sources

bioluminescentes ou chemilumescentes il est possible d’intervenir activement et de manière
contrôlée sur l’excitation des fluorophores. Cela entraîne un double avantage. Tout d’abord le
contenu informationnel des mesures se trouve augmenté. En effet l’allure du signal mesuré est
directement liée au degré d’excitation des agents fluorescents ainsi qu’à la manière dont ceux-
ci sont sollicités. De plus cela donne aussi un degré de liberté supplémentaire sur le mode
d’acquisition. Il est ainsi possible d’exciter les fluorophores selon les trois régimes présentés au
chapitre I, continu, fréquentiel et temporel alors que la tomographie de bioluminescence reste
limitée à l’exploitation de mesures stationnaires. Le choix de la modalité aura alors un impact
direct sur la nature et la richesse des informations accessibles. Néanmoins, si en DOT classique
le régime fréquentiel est largement utilisé (Wang et Wu 2007), la majorité des montages fDOT
utilisent lesmodalités continues (Ntziachristos et al. 2002) (Mohajerani et al. 2009) et temporelles
(Han et Hall 2008) (Leblond et al. 2009), les méthodes temporelles connaissant récemment un
gain d’intérêt certain (Ducros et al. 2009b) (Ducros et al. 2009a). Dans ce chapitre nous nous
intéresserons donc aux deux modes d’acquisition. Dans un premier temps nous étudierons le
régime continu afin de déterminer l’influence de la géométrie de détection sur la localisation
d’une source fluorescente ponctuelle. Puis nous quantifierons l’apport de mesures résolues en
temps sur cette localisation.

VI.1 Influence du mode de détection/excitation

Une grande proportion desmontages fDOT est conçue pour fonctionner en transmission (Graves
et al. 2003) (Deliolanis et al. 2009). Cela peut s’expliquer par des raisons expérimentales liées à
l’utilisation des capteurs matriciels et par le fait que la trans-illumination permet de solliciter des
fluorophores profondément enfouis. Le but de cette section est donc de quantifier les différences
entre deux géométries de détection/excitation : la trans-illumination et l’épi-illumination. Les
figures VI.1.(a) et VI.1.(b) donnent un shéma de principe de ces deux configurations d’acquisition.
Dans la suite nous utiliserons aussi la dénomination deméthodes en transmission et en réflexion.

VI.1.1 Formulation du problème

Le milieu considéré est la couche diffusante homogène de la section V.2 dont nous rappelons ici
les caractéristiques et dans laquelle est plongé un volume de fluorophores suffisamment petit
pour être assimilé à une source fluorescente ponctuelle et isotrope.

n g µs [mm�1] µa [mm�1] Epaisseur [mm]
1.38 0.9 36.7 0.029 9

Table VI.1 – Caractéristiques optiques et géométriques du milieu
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(a) Excitation/détection en trans-illumination (b) Excitation/détection en epi-illumination
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(c) Maillage pour la trans-illumination

Figure VI.1 – Géométries d’excitation/détection utilisées. En (a) et (b), la détection est schématisée en
rouge, l’excitation en orange. En (c) nous indiquons le maillage utilisé pour la trans-illumination. En noir
sont réprésentés les centres des détecteurs et en rouge les différentes positions du faisceau d’excitation. En
épi-illumination le maillage d’excitation reste identique mais se trouve dans le même plan que la détection.

La détection est réalisée à l’aide d’une matrice de 32 � 32 détecteurs placés en contact direct de
la couche et mesurant le signal sur 2π sr pour un champ de vue de 25� 25 mm2. L’excitation est
réalisée à l’aide d’un faisceau laser balayant la surface selon une grille de 7 � 7 points (cf Fig.
VI.1.(c)) couvrant une zone de 7 � 7 mm2. Ce faisceau sera modélisé par une source ponctuelle
située à une distance ltr à l’intérieur des tissus (Haskell et al. 1994) (Jacques et Pogue 2008). Nous
supposerons enfin que les longueurs d’onde d’excitation et d’émission des fluorophores seront
suffisamment éloignées pour être correctement séparées grâce à des filtres mais suffisamment
proches pour considérer que les propriétés optiquesdumilieu sont lesmêmes auxdeux longueurs
d’onde.

VI.1.2 Expression du signal de fluorescence

Nous considérons à nouveau le nombre de photons moyen détecté par un pixel. De manière
similaire au chapitre V, nous pouvons démontrer que le signal pour le k-ième détecteur (ou pixel)
se met sous la forme donnée par l’équation (V.1)xmky � Texp

hν
Dem

zb
PsGemprk � rsqdΣ

où dΣ est la surface d’un pixel, Texp est le temps d’exposition, Dem le coefficient de diffusion
optique, zb la distance extrapolée. rk et rs sont respectivement les positions du centre d’un pixel
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et du volume fluorescent et Gem est la fonction de Green de l’équation de diffusion, l’indice
« em » signifie que nous nous plaçons du point de vue de la longueur d’onde d’émission des
fluorophores.Ps est la puissance de fluorescence enWatts. Cette puissance dépend de la position
relative du volume fluorescent par rapport à la source d’excitation et peut être exprimée en
fonction du nombre et des caractéristiques des agents fluorescents :

Ps � Psprs � req � ησabscNflPexGexprs � req
où l’indice « ex » fait référence à la longueur d’excitation, η et σabs sont respectivement l’efficacité
quantique et la section efficace d’un fluorophore que nous supposons connus et fixés, Nfl est le
nombre total de fluorophores dans le volume, Pex est la puissance du faisceau d’excitation et re
est la position de la source d’excitation ponctuelle équivalente. Le signal s’écrit donc finalementxmky � Texpc

hν
Dem

zb
ησabsNflPexGexprs � reqGemprk � rsqdΣ

Dans la suite, les propriétés optiques des tissus étant supposées identiques aux longueurs d’onde
d’émission et d’excitation nous écrirons D � Dem et Gexprq � Gemprq � Gprq. Les fonctions de
Green seront calculées par la méthode des images. Nous supposerons que les mesures sont
limitées par le bruit de photon qui suit une loi de Poisson.

A titre d’illustration nous représentons sur la figure VI.2 deux signaux normalisés reçus par la
matrice de détecteurs pour deux profondeurs du volume fluorescent différentes en fonction de la
distance au centre de la tâche de diffusion. L’influence du bruit sur les mesures est réprésentée en
gris. Ces zones sont données par l’écart-type dû au bruit de photon de part et d’autre du signal
moyen. Le fait d’avoir normalisé les courbes fait que ces zones donnent finalement une indication
du rapport signal à bruit pour les deux pronfondeurs. Il apparait alors clairement que lesmesures
pour un volume profondément enfoui seront plus affectées par le bruit à cause de l’atténuation
plus forte du signal et donc que la position sera a priori plus difficile à estimer.

FigureVI.2 – Courbes de signal normalisées pour un volume situé à une profondeur de 2 mm et 4.5 mm.
Les zones grisées illustrent le niveau de bruit. Elles représentent l’écart-type sur les mesures pour un bruit
de type Poisson.

VI.1.3 Calcul de la borne de Cramér-Rao

Le calcul de la borne de Cramér-Rao (BCR), et donc la précision limite théorique, nous per-
met de quantifier cette difficulté. Dans la pratique le nombre de fluorophores (ou encore leur
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concentration) étant une grandeur d’intérêt importante, nous ne nous intéresserons ici qu’à la
précision conjointe profondeur/nombre de fluorophores. La forme de l’expression du signal reçu
par un pixel permet à nouveau de définir une précision normalisée par le temps d’exposition, la
puissance d’excitation et le nombre de fluorophores présents dans le volume

∆Lnormconjointe � PexTexpNfl
1b

I1 � I212{I2
où les coefficients de Fisher sont donnés par

I1 �
ķ

� BBL xmky
2 1xmky (VI.1)

I2 �
ķ

� BBNfl
xmky
2 1xmky (VI.2)

I12 �
ķ

� BBL xmky
� BBNfl
xmky
 1xmky (VI.3)

Les précisions sont alors exprimées en mm.J.nb de fluorophores et sont indépendantes de Texp,
Pex et Nfl.

VI.1.4 Résultats et discussion

Les courbes de la figure VI.3 présentent les résultats des calculs de ∆Lnormconjointe en fonction de la
profondeur du volume de fluorophores pour les deux configurations. Les agents fluorescents
choisis présentent les caractéristiques de la cyanine 5.5 résumées dans la table VI.2, les cyanines
étant des fluorophores régulièrement utilisés dans la littérature (Graves et al. 2003) à cause de
leurs spectres situés dans le rouge ou proche infrarouge et leur haut niveau de signal (Debunne
et al. 2009).

nom
section efficacité temps longueur d’onde
efficace quantique de vie considérée

Cy5.5 10�14cm2 0.3% 1ns 675 nm

Table VI.2 – Caractéristiques de la Cyanine 5.5 selon le site http://www.iss.com/resources/
fluorophores.html

La figure VI.3 fait clairement apparaître deux domaines de fonctionnement. Pour les sources peu
profondes (L   4.5 mm) la méthode en réflexion présente de meilleures performances que celle
en transmission. Il est en particulier possible d’améliorer de plus d’un facteur 3 la précision sur
l’estimation de la profondeur du volume si celui-ci n’est pas situé trop loin (L � 3mm) dans
la couche. Par contre pour un volume situé au delà de la moitié de la tranche la précision est
nettement meilleure en trans-illumination qu’en épi-illumination. Cela s’explique assez intuiti-
vement. Dans les deux méthodes les nombres de détecteurs et de points d’excitation étant les
mêmes, l’information sur la localisation des fluorophores apportée par la discrétisation spatiale
et la forme du signal est la même. Les différences ne peuvent donc s’expliquer que par l’évolution
du niveau du signal et de la sensibilité de celui-ci à la position du volume. En épi-illumination
ces deux éléments évoluent dans le même sens. Quand le volume est peu profond, il est à la
fois proche des sources d’excitation et des capteurs, il est donc fortement excité et son émission
n’est que peu atténué par la propagation. Cela entraîne à la fois un fort niveau de signal au
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Figure VI.3 – Courbes de la précision conjointe pour une géométrie détection/excitation en trans-
illumination (points verts) et en épi-illumination (croix oranges) en fonction de la profondeur de la source.
L’insert est un agrandissement des courbes pour les profondeurs comprises entre 1 et 5 mm.

niveau des détecteurs et une grande sensibilité. Cependant plus le volume est profond, moins les
fluorophores sont excités et plus leur signal est atténué, le contenu informationnel des mesures
est alors doublement dégradé entraînant une très nette détérioration de la précision. Dans le
cas de la trans-illumination, les deux phénomènes se compensent. En effet des fluorophores peu
profonds sont faiblement excités mais leur signal d’émission n’est que peu atténué alors que plus
profondement enfouis ceux-ci sont mieux excités mais l’atténuation de leur signal est plus forte.
Cela a pour effet de maintenir la précision à un niveau relativement stable en comparaison de
l’épi-illumination. Prenons par exemple le cas d’une goutte de 10nL (volume pour une sphère de
1ltr de diamètre) contenant une concentration de 0.1µM{L en Cy5.5, ce qui correspond environ
à 106 molécules, et considérons que celle-ci est excitée par un faisceau laser de 1mW pour une
acquisition de 10 ms. Les courbes de la figure VI.3 permettent de déduire que la précision sur la
localisation de cette goutte varie entre 1µm et 3µm en trans-illumination et entre 0.1µm et 40µm
pour l’épi-illumination.

Cette étude illustre l’intérêt majeur de l’analyse de Cramér-Rao dans le cadre d’une planification
d’unprotocole expérimental. En effet suivant le typede problème qui nous intéresse nous sommes
non seulement en mesure de prédire quelle configuration sera la plus intéressante mais aussi de
quantifier le gain théorique qu’il est possible de tirer en passant d’une géométrie à l’autre.

Comme nous le verrons dans le chapitre IX le système d’imagerie QOS de la société Quidd
a été conçu pour l’imagerie planaire 2D en réflexion et son niveau de robotisation permet de
positionner la caméra autour du sujet avec une grande facilité. Il est alors théoriquement possible
de bénéficier des avantages de l’épi-illumination quelle que soit la position de la source. Dans la
suite de ce chapitre nous choisirons donc de nous concentrer sur l’étude de cette configuration.

Enfin notons que cette étude n’aborde pas la question du choix de l’excitation. Le contenu in-
formationnel des mesures est en effet fortement affecté par la façon dont le volume est sollicité.
Cependant cette dépendance fait intervenir plusieurs facteurs comme le nombre de points d’ex-
citation, le pas entre deux points, l’aire de la surface balayée par les faisceaux laser, la position
des points par rapport à la position réelle du volume, etc, dont les dépendances ne sont pas tri-
viales. Par exemple le fait d’avoir le volume fluorescent placé directement dans le prolongement
du faisceau d’excitation est une situation très avantageuse tant au niveau du signal que de la
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sensibilité. L’étude complète de l’influence de ces paramètres ne sera néanmoins pas abordée ici.
Nous avons choisi la grille d’excitation de manière à réaliser un compromis entre le nombre de
mesures et leur caractère informatif.

VI.2 Apport de la résolution temporelle

L’objectif est ici de quantifier l’apport de la discrétisation temporelle par rapport à la discréti-
sation spatiale des modalités continues et donc de comparer les performances d’une expérience
réalisée en régime continu à partir d’une matrice de capteurs à celles d’une expérience résolue en
temps mais n’exploitant qu’une seule mesure spatiale. Plusieurs raisons motivent ce choix. Les
méthodes optiques résolues en temps reposent principalement sur des techniques de comptage
de photonsmonocapteur (Laidevant 2006) alors que les techniques continues exploitent des cap-
teurs matriciels. Les techniques temporelles nécessitent donc soit la mise en place d’un système
de balayage afin de mesurer le signal à différents endroits (Pichette et al. 2008), soit l’exploitation
d’une seule mesure (Han et Hall 2008).

La problématique de cette section reste la même : localiser un volume de fluorophores, assimilé à
une source ponctuelle, plongé dans un milieu diffusant homogène dont les caractéristiques sont
données par la table VI.1. Les agents fluorescents ont les mêmes caractéristiques que précédem-
ment (cf Table VI.2) et nous nous limiterons à une géométrie en épi-illumination.

VI.2.1 Position du problème

La géométrie de l’expérience temporelle est donc celle décrite sur la figure VI.1.(b). La détection
est intégrée sur l’ensemble du plan z � 0 de manière à n’avoir qu’une seule mesure spatiale
(pas de discrétisation du plan de détection en pixels). L’excitation est réalisée à l’aide d’un laser
impulsionnel, modélisé par une source ponctuelle isotrope dont le profil temporel d’émission
est une fonction de Dirac. Il faut aussi considérer le fait que les fluorophores répondent à
l’impulsion lumineuse avec un certain temps caractéristique. Nous introduisons pour cela leur
fonction de réponse temporelle (Patterson et Pogue 1994) qui fait intervenir le temps de vie τ
des fluorophores :

Fptq � exp p�t{τq
τ

Cette fonction de réponse est telle que Fptqdt correspond à la probabilité qu’un fluorophore excité
à t � 0 émette un photon entre t et t� dt.

Notons xm jy le signal moyen donné en nombre de photons reçu dans le plan de détection durant
un intervalle temporel ∆T j. Un raisonnement similaire à celui permettant de trouver l’équation
(V.1) entraine que (Patterson et Pogue 1994)xm jy � Texpc

hν
D
zb
ησabsNflIexGprs � re, tq
t Fptq
t G

intprk � rs, tq∆T j

où 
t est le produit de convolution sur la variable t, Iex est l’énergie de l’impulsion d’excitation.
La fonction Gpr, tq est la fonction de Green de l’équation de diffusion en régime temporel d’une
couche calculée par la méthode des images et Gintpr, tq est cette même fonction mais intégrée sur
le plan de détection z � 0.

La figure VI.4montre le signal normalisé reçu en fonction du temps pour un volume fluorescent à
deux profondeurs différentes et excité par une seule impulsion envoyée à la verticale du volume.
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Les mesures sont supposées n’être limitées que par le bruit de photon. Les zones grisées sont
comme précédemment caractéristiques du niveau de bruit des mesures et laissent à nouveau
penser que l’estimation de la position d’une source fluorescente sera d’autant plus délicate que
celle-ci est enfouie.

FigureVI.4 – Courbes de signal normalisées pour un volume situé à une profondeur de 2 mm et 4.5 mm.
Les zones grisées illustrent le niveau de bruit. Elles représentent l’écart-type sur les mesures pour un bruit
de type Poisson.

VI.2.2 Calcul de la BCR

Nous allons chercher à quantifier cette difficulté grâce à la BCR. Pour cela nous définissons à
nouveau une précision normalisée conjointe

∆Lnormconjointe � IexNfl
1b

I1 � I212{I2
exprimée aussi en mm.J.nb de fluorophores. Notons une première différence avec le cas statique.
Bien que les unités soient identiques dans les deux cas, elles n’ont pas la même origine. En
effet si dans le cas statique l’unité énergétique (J) est due au produit d’une puissance incidente
continue par un temps d’acquisition, dans le cas temporel celle-ci n’est donnée que par l’énergie
de l’impulsion qui généralement est fixée. Nous perdons ici un degré de liberté sur le contrôle
du niveau de la précision théorique. Cependant que cela soit en régime statique ou temporel,
ces expressions permettent de définir et donc de comparer des précisions à nombre de photons
détectés fixé.

Les coefficients de Fisher sont alors donnés par

I1 �
j̧

� BBL �
m j

D
2 1�
m j

D (VI.4)

I2 �
j̧

� BBNfl

�
m j

D
2 1�
m j

D (VI.5)

I12 �
j̧

� BBL �
m j

D
� BBNfl

�
m j

D
 1�
m j

D (VI.6)
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où les sommes sont toujours effectuées sur le nombre de données qui ne sont plus ici des pixels
spatiaux mais des intervalles temporels.

VI.2.3 Comparaison des régimes statique et temporel

La courbe de la figure VI.5 présente les résultats des calculs de ∆Lnormconjointe en fonction de la
profondeur d’un volume d’agents fluorescents de type cyanine 5.5 en régime continue et tem-
porel. L’ensemble des caractéristiques des fluorophores (temps de vie, section efficace, efficacité
quantique,...) sont supposés connus et fixés.

Si les précisions trouvées sont du même ordre de grandeur, il est cependant possible de définir
deux domaines, l’un pour lequel le régime statique présente une meilleure performance que le
régime temporel, et un second domaine où la tendance s’est inversée. En d’autres termes, cela
signifie qu’à niveau de bruit fixé, pour des fluorophores peu profonds, l’information sur leur
position est principalement portée par la forme spatiale de la tâche de diffusion alors qu’au delà
d’une certaine profondeur (ici 4.1mm) l’information portée par la discrétisation temporelle est
plus importante. Cela peut s’expliquer demanière intuitive avec la forme des signauxVI.2 et VI.4.
Pour de faibles profondeurs la forme du signal continu varie demanière plus importante que celle
du signal temporel, le premier est donc plus sensible à une petite variation de profondeur que
le second, permettant une meilleure localisation. Cependant pour des profondeurs plus grandes,
la propagation filtre la plupart des hautes fréquences spatiales du signal statique (signal de plus
en plus plat) diminuant progressivement sa sensibilité à la position des fluorophores alors que le
signal temporel garde ses hautes fréquences (signal plus piqué) et donc une meilleure sensibilité.

FigureVI.5 – Courbes de la précision conjointe pour une géométrie en réflexion en régime temporel (trait
plein noir) et statique (points rouges). L’insert est un agrandissement de la zone comprise en 3mm et 5mm.

VI.2.4 Influence du temps de vie sur la précision en régime temporel

La courbe de la figure VI.6 présente les précisions en régime temporel pour différentes valeurs
du temps de vie des fluorophores. Il est intéressant de noter que la courbe de précision pour le
régime où τ Ñ 8 définit une frontière supérieure. Cela peut s’expliquer par le fait que le signal
pour cette configuration possède le contenu informationnel le plus faible. Le cas où τÑ 8 peut
en effet être vu comme un régime statique intégré spatialement. L’information sur la localisation
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du volume fluorescent ne peut être donc apportée que par l’excitation car nous n’avons plus
accès à la forme de la tâche diffuse pour discriminer les différentes profondeurs. Cela conduit à
une précision minimale.

FigureVI.6 – Courbes de la précision conjointe pour une géométrie en réflexion en régime temporel pour
différents temps de vie des fluorophores (traits pleins). Les deux situations extrêmes τÑ8 et τÑ 0 sont
représentés par les courbes en tirets. L’insert est un agrandissement de la zone comprise en 1mm et 4.5mm.

Les autres courbes illustrent l’existence d’une forte dépendance entre le temps de vie et la préci-
sion. Il apparait que plus les fluorophores mettent de temps à répondre plus la précision sur leur
localisation est mauvaise. Ceci peut s’expliquer par le fait que, à la manière de la propagation à
travers les tissus, la réponse des fluorophores tend à élargir l’impulsion temporelle. Cela diminue
le rapport signal sur bruit (cf Fig VI.7) et donc la sensibilité du signal à la profondeur de la
source pour un niveau de bruit donné. Le cas τ Ñ 0 correspond donc à une situation idéale où
les fluorophores répondent instantanément. Le signal n’est alors pas élargi par ce phénomène et
seule la propagation à travers les tissus dégrade la sensibilité et donc la précision.

Figure VI.7 – Courbes de signal normalisées pour deux temps de vie de fluorescence 1 ns (en bleu) et 2
ns (en rouge) pour des fluorophores situés à 2mm de profondeur dans le milieu. Nous pouvons constater
que l’augmentation de τ entraîne une baisse du rapport signal sur bruit due à la diminution du niveau du
signal, elle-même causée par l’élargissement de la courbe.
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VI.2.5 Régimes statique ou temporel : un choix délicat

Nous avons ensuite tracé sur unemêmefigureVI.8 les courbes en régime temporel pour différents
temps de vie et celle du régime statique. Nous retrouvons pour certains temps de vie le compor-
tement particulier déjà observé sur la figure VI.5 : les courbes temporelles et statique se croisent,
et pour certaines profondeurs la précision en régime statique est meilleure que celle en régime
temporel. Les figures VI.9(a) à VI.9(d) sont des agrandissements autour du point de croisement
pour les différents temps de vie. Nous pouvons remarquer que ce point de croisement se décale
vers les grandes profondeurs quand le temps de vie augmente. Si en première approximation,
nous supposons que le temps moyen de propagation des photons diffus est donné par z2{D où z
est la distance parcourrue et D le coefficient de diffusion optique, et si nous notons Ls la profon-
deur où les courbes statique en temporelles se croisent, un rapide calcul permet de trouver quep2Lsq2{D � qqτ. Ainsi la précision en régime temporel devient meilleure quand le temps de vie
des fluorophores devient négligeable devant le temps de parcours des photons entre l’impulsion
laser et le détecteur.

Une analyse simple permet de comprendre cette tendance. Considérons que le paramètre clé
donnant la position du volume fluorescent soit le temps d’arrivée du maximum de l’impulsion
sur le détecteur, ce qui est la cas dans certaines études (Han et Hall 2008), et supposons que le
temps de réponse des fluorophores soit de l’ordre de ce temps de vol. L’erreur sur l’estimation
de ce temps est alors potentiellement très grande. En effet dans ce cas nous ne sommes pas en
mesure de savoir si un temps d’arrivée plus long est effectivement dû à une source située plus
profondément ou à des fluorophores ayant mis plus de temps pour émettre. Seule l’exploitation
complète de la courbe permet de lever cette indétermination. La résolution temporelle n’apporte
donc pas dans ce cas d’information supplémentaire par rapport au régime continu.

Figure VI.8 – Courbes de la précision conjointe pour une géométrie détection/excitation épi-illumination
en régime temporel pour différents temps de vie des fluorophores (traits pleins noirs). La précision pour le
régime statique discrétisé est représentée en rouge.

VI.2.6 Synthèse et discussion

Cette étude amène deux observations importantes. La première est qu’à nombre de photons fixé
et à même niveau de bruit, pour la géométrie choisie dans cette partie avec un modèle simple,
les performances théoriques des modalités continue et temporelle sont globalement similaires.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure VI.9 – Intersections entre les courbes en régimes temporels et statique.

La localisation d’une source fluorescente à partir de mesures résolues spatialement se fait donc
théoriquement avec la même précision qu’avec une seule mesure temporelle dans l’espace. La
seconde est que le temps de vie des fluorophores joue un rôle fondamental sur ces performances
et que selon les fluorophores considérés (et donc selon leur temps de réponse) la précision sur la
localisation peut être fortement dégradée pour de grandes profondeurs. Une bonne localisation
des sources nécessite donc une connaissance a priori de ce temps de vie, or cette connaissance
est rendu délicate par le fait que ce paramètre dépende fortement de l’envionnement des fluo-
rophores. Il s’agit là d’un problème connu (Laidevant et al. 2006). Ainsi la conception d’une
procédure tomographique temporelle ne peut se passer d’une réflexion sur la synthèse de mar-
queurs appropriés dont le temps de vie est adapté au protocole d’imagerie. Il faut néamoins noter
qu’en pratique les procédures temporelles n’ont pas pour objectif de reconstruire uniquement
la position et l’intensité (ou la concentration) de sources fluorescentes. Le temps de vie de fluo-
rescence est en effet généralement lui-même l’un des paramètres d’intérêt (Han et Hall 2008)
(Kumar et al. 2006).

Les procédures temporelles ont cependant l’avantage d’offrir un choix plus large dans la nature
des données à exploiter. En effet si les modalités continues ne peuvent se fonder que sur la
forme spatiale de la tâche de diffusion, les signaux temporels permettent plus de liberté. Ainsi si
certaines techniques consistent à exploiter le temps d’arriver dumaximum d’intensité et le temps
de décroissance de l’impulsion détectée (Han et Hall 2008), d’autres procédures sélectionnent
les photons suivant leur temps d’arrivée et démontrent (Leblond et al. 2009) des performances
sensiblementmeilleures qu’en régime statique (intégration temporelle de la totalité de l’impulsion
lumineuse).

Enfin notons que l’analyse de Cramér-Rao donne accès aux performances théoriques limites
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pour un protocole donné considérant que tous les paramètres fixés sont parfaitement connus
(anatomie, propriétés optiques des tissus, ...) et ne renseigne pas sur la facilité avec laquelle il
est possible d’atteindre ces limites. Il serait donc risqué de séparer cette analyse des contraintes
expérimentales, comme les niveaux de signaux mis en jeux (généralement plus fort en statiques
qu’en temporel), l’estimation des propriétés des milieux étudiés, etc.
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Dans les deux précédentes parties nous nous sommes appliqués à apporter un élément de
réponse au problème direct et à anticiper une partie des difficultés liées au problème inverse

dont la résolution est l’enjeu de cette dernière partie. Nous choisissons ici de nous placer dans un
cadre rapidement abordé dans la partie B, mais fortement présent dans la littérature, celui d’un
modèle direct linéaire discret sous a priori de bruit additif. L’équation (IV.1) sera alors écrite

m � Hp� b (VII.1)

où m est le vecteur de mesures, p le vecteur de paramètres à évaluer, H est caractéristique
du modèle direct et b est le vecteur de bruit. La résolution des problèmes inverses est une
problématique tout aussi complexe que celle des problèmes directs et constitue en soit une
branche entière des mathématiques appliquées. Il n’est donc pas question ici d’en faire une
présentation exhaustive mais plutôt de présenter les outils qui paraissent les plus appropriés à
notre problématique. Trois références ont été particulièrement utiles à la rédaction de ce chapitre
(Arridge et Schotland 2009) (Idier 2001) (Sun et Yuan 2006).

VII.1 Un problème mal posé et mal conditionné ?

Nous rappelons ici plusieurs concepts fondamentaux en analyse numérique et en théorie des
problèmes inverses. Considérons pour cela la résolution du système

y � Ax (VII.2)

où x P X, y P Y et où A ne sera pas forcément inversible.

VII.1.1 Problème bien posé

La notion de problème bien posé a été définie par Jacques Hadamard au début du XXème siècle.
Un tel problème doit satisfaire trois conditions (Hadamard 1901)

• pour chaque donnée y de Y du problème (VII.2) il existe une solution x dans X (condition
d’existence)

• cette solution est unique dans X (condition d’unicité)

• la dépendance de x par rapport à y est continue (condition de continuité)

Si l’une des conditions n’est pas vérifiée, le problème est dit mal posé, ce qui est généralement
le cas pour les problèmes inverses en tomographie optique (Arridge 1999). C’est pour pallier ce
problème qu’ont été définies les notions de solution et d’inverse généralisées.
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VII.1.2 Solution et inverse généralisées

La solution généralisée, notée x:, du système (VII.2) est définie comme l’élément de norme
minimale de l’ensemble S: � tx P X : xminimise }y�Ax}u. Cette solution existe et est unique,
il est alors possible de définir une application linéaire, dans notre cas discret une matrice, définie
par

x: � A:y
L’opérateur A: est l’inverse généralisée de A qui est continue. Le problème (VII.2) devient alors
bien posé au sens d’Hadamard.

VII.1.3 Conditionnement d’une matrice

Supposons maintenant que la donnée y soit « bruitée ». Si cette perturbation est notée δy par
linéarité nous avons

δx: � A:δy
En considérant des normes compatibles1, il vient que��δx:�� ¤ ��A: }} δy��
Puis de manière analogue il est possible de trouver}y} ¤ ��A }} x:��
ce qui implique, en combinant ces deux dernières inégalités que

1
CondpAq }δy}}y} ¤ }δx:}}x:} ¤ CondpAq}δy}}y}

où CondpAq � }A}}A:} est le nombre de condition ou conditionnement de la matrice A. La
matrice A sera dite bien conditionnée si CondpAq � 1 et mal conditionnée si CondpAq " 1.

Il est alors facile de voir que si le problème est mal conditionné une faible erreur relative sur y
peut conduire à une très forte erreur sur x. La résolution du système (VII.2) sera alors très instable
en présence de bruit (Fortin 2008).

VII.2 Inférence statistique, inversion et optimisation

Commenous l’avons dit au chapitre IV, la tomographie optique peut être vue commeunproblème
d’inférence statistique. Il est alors possible de considérer l’inversion selon deux approches :
une première dite déterministe et une seconde dite probabiliste. D’un point de vue technique,
nous retiendrons principalement deux façons de procéder : l’inversion directe et l’inversion par
optimisation d’un critère.

1Une norme matricielle et une norme vectorielle sont dites compatibles si elles verifient, �A,�x, }Ax} ¤ }A}}x}
(Fortin 2008)
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VII.2.1 Inversion directe

S’inscrivant dans l’approche déterministe, la notiond’inversiondirecte fait référence à l’utilisation
de formules analytiques d’inversion du problème direct, associées à des algorithmes rapides
(Arridge et Schotland 2009). Les situations où ce type d’inversion est possible restent rares et
souvent applicables à des géométries relativement simples, mais Wang et al. ont démontré la
faisabilité de ces méthodes pouvant gérer une grande quantité de données améliorant ainsi la
qualité des reconstructions qui en découlaient (Wang et al. 2005).

VII.2.2 Inversion par optimisation

Une seconde approche largement utilisée dans la littérature (Arridge 1999) consiste à résoudre
le problème au sens des moindres carrés, c’est à dire en cherchant p̃ tel que

p̃ � p̂pmq � argmin
pPRP

}m�Hp}2 (VII.3)

De manière très simplifiée cette approche peut être vue comme une exploration de l’ensemble
des solutions et la recherche de la solution qui entraine la plus grande ressemblance entre les
données y mesurées et la sortie du modèle Hp. Cette approche permet en particulier d’obtenir
un problème bien posé par la recherche de la solution généralisée.

Si nous nous plaçons maintenant dans un cadre probabiliste, et comme nous l’avons dit au
chapitre IV, la résolution du problème des moindres carrés peut être vu comme une recherche de
solutions par maximisation de la vraisemblance sous a priori de bruit gaussien. p̂pmq est alors un
estimateur de p non biaisé et efficace, c’est-à-dire à variance minimale, et donc potentiellement
d’une très bonne précision.

Reformulons maintenant l’expression (VII.3) sous la forme d’une recherche d’un minimiseur du
critère quadratique J défini par

Jppq � 1
2
}m�Hp}2 (VII.4)� 1

2
pm�Hpqtpm�Hpq� }m}2 �mtHp� 1

2
ptHtHp� 1

2
ptGp� btp� c

où G � HtH, b � �Htm et c � 1{2}m}22. Les solutions du problème (VII.3) correspondent alors
aux vecteurs p vérifiant BJppq{Bp � 0 et donc aux solutions du système

Gp� b � 0 (VII.5)

Si G est inversible, une façon naïve de résoudre le problème précédent serait d’inverser brutale-
ment le système :

p � �G�1b � pHtHq�1b � I�1
F b (VII.6)

où IF est la matrice d’information de Fisher pour les estimateurs non biaisés sous a priori de bruit
additif gaussien définie au chapitre IV. Cependant ce type de résolution conduit généralement à
des instabilités, dûes aumauvais conditonnement du problème. En effet nous savons (cf. chapitre
IV) que la précision théorique de l’estimateur, la BCR, est donnée par la diagonale de l’inverse
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de la matrice de Fisher. Or il est possible de montrer, grâce à une analye aux valeurs propres depHtHq�1, que le mauvais conditonnement de H est dû à l’existence de valeurs singulières très
petites et que l’inverse de ses valeurs singulières se retrouve sur la diagonale de I�1

F dégradant
ainsi de manière catastrophique la BCR et donc la précision du problème.

Ainsi la recherche d’estimateurs efficaces pour un problème mal conditionné n’est pas une solu-
tion envisageable. Il faut alors « régulariser » le problème c’est à dire le stabiliser soit par l’ajout
de contraintes soit, de manière équivalente, par l’introduction d’un biais des estimateurs (VII.3).

VII.3 Optimisation quadratique régularisée

De manière formelle la régularisation du problème m � Hp consiste (Idier 2001) à trouver un
régularisateur du système linéaire, c’est-à-dire une famille d’opérateurs tRαuαPR� définie par

• �α P R�, Rα est un opérateur continu de Y (ensemble de définition des mesures) dans X
(ensemble de définition des paramètres)

• �m P RM, lim
αÑ0

Rαm � H:m
où α est le paramètre de régularisation appartenant généralement àR�. L’un des problèmes de la
théorie des problèmes inverses est alors de trouver tRαu et surtout de déterminer la valeur de α.
En tomographie optique, deux approches sont souvent utilisées en pratique : la régularisation par
pénalisation et la régularisation implicite qui est surtout liée à l’utilisation d’algorithmes itératifs
particuliers.

VII.3.1 Approche pénalisée

La démarche de l’approche pénalisée consiste à introduire une information a priori de la solution,
et à chercher celle qui permet une certaine adéquation entre les mesuresm et la sortie du modèle
Hp, tout en privilégiant certaines propriétés caractéristiques de notre connaissance a priori de la
solution. Cela se traduit en pratique par la réécriture de J sous la forme d’un critère composite
(Arridge et Schotland 2009)�p P RP, Jppq � 1

2
}m�Hp}2 � α

2
Fppq

où F est appelée fonction de pénalisation et α le paramètre de régularisation. La résolution du
problème (VII.3) passe alors par la recherche des solutions

p̃ � argmin
pPX �}m�Hp}2 � αFppq� (VII.7)

où X � RP avec généralement soit X � RP (cas non contraint) soit X � RP� (contrainte de
positivité).

Lien avec l’approche probabiliste

Du point de vue probabiliste, la pénalisation revient à supposer que nous connaissons la densité
de probabilité d’une loi a priori suivie par p. Cela peut se montrer facilement en deux temps.
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Tout d’abord, en utilisant les notations du chapitre IV, nous pouvons grâce à la loi de Bayes établir
que :

fP|Mpp;mq fMpmq � fM|Ppm;pq fPppq
où fM|Ppm;pq est la vraisemblance du chapitre IV, fMpmq la densité de la loi suivie par lesmesures
m, fPppq celle de la loi a priori suivie par p que nous supposons connaître et fP|Mpp;mq est appelée
vraisemblance a posteriori. fMpmq étant indépendante de p, nous pouvons définir un nouvel
estimateur sous la forme

p̃ � argmax
pPRP

ln fP|Mpp;mq � argmax
pPRP

�
ln fM|Ppm;pq � ln fPppq�

Cet estimateur est appelé maximum a posteriori (MAP) et peut être vu comme l’analogue du
maximum de vraisemblance pour le cas non pénalisé.

Si maintenant nous nous plaçons dans un cadre linéaire gaussien en choisissant en particulier

fM|Ppm;pq9 exp
��1

2
}m�Hp}22�

fPppq9 exp
��α

2
Fppq�

nous pouvons retrouver rigoureusement l’estimateur (VII.7). Il y a donc bien à nouveau équiva-
lence entre l’approchedéterministe et l’approcheprobabiliste - onparle ici d’approche bayésienne.

Il est aussi possible de montrer (Idier 2001) que ce nouvel estimateur est nécessairement biaisé,
et qu’annuler le biais reviendrait à choisir α � 0, soit annuler la pénalisation, et donc réintroduire
l’instabilité du problème.

Régularisation de Tikhonov et choix de α

Un schéma a en particulier connu un succès indéniable, celui présenté par Andrey N. Tikhonov
dans les années 1970 et pour lequel

Jppαq � 1
2
}m�Hpα}22 � α }pα}22

Cependant le problème du choix du paramètre de régularisation reste entier. L’une desméthodes
souvent retenuepour cette détermination est celle proposéepar ChristianHansendans les années
1990, dite méthode de la courbe en L (Hansen et O’Leary 1993). Cette méthode repose sur un
compromis entre la minimisation du résidu }m � Hpα}2 et de la norme de la solution }pα}2 et
tire son nom de la forme particulière de la courbe, paramétrée en α, représentant log }pα}2 en
fonction de log }m�Hpα}2 (cf. Fig. VII.1). La valeur de α à choisir correspond alors au coude de
la courbe.

Malgré son efficacité cette méthode souffre de deux défauts : elle est délicate à mettre en œuvre
dans les situations où le coude est peumarqué et est coûteuse en calculs puisqu’une reconstruction
doit être réalisée pour chaque valeur de α afin de tracer la courbe.

VII.3.2 Régularisation implicite

La régularisation implicite repose sur l’utilisation d’algorithmes itératifs, tels que ceux de type
ART (Algebraic reconstruction technique) oudescentedegradient, et leur arrêt avant convergence au
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Figure VII.1 – Allure caractéristique d’une courbe en L. Figure inspirée de (Hansen 1994)

bout d’un certain nombreNi d’itérations. La solution pNi alors trouvée est une solution approchée
duproblème (VII.3). Il est possible demontrer (Bertero et al. 1988) que cet arrêt avant convergence
constitue une régularisation dont le paramètre est donné par α � 1{Ni.

Cependant, le choix du nombre d’itérations Ni se fait généralement de manière empirique et
nécessite à la fois une intervention très « invasive » de l’utilisateur et une bonne connaissance a
priori de la solution cherchée.

VII.4 Une approche itérative particulière

VII.4.1 Techniques de reconstruction algébriques et grandient conjugué

Comme nous l’avons déjà dit la résolution du problème (VII.3) peut se ramener à la résolution
d’un système linéaire (VII.5), ainsi la majorité des algorithmes utilisés dans la littérature sont
avant tout des algorithmes de résolution de ce type de système (Arridge et Schotland 2009).
Parmi les plus utilisés, nous pouvons citer les algorithmes de type ART et descente de gradient,
ainsi que leurs dérivés SART (Simultaneous Algebraic reconstruction technique), SIRT (Simultaneous
Iterative reconstruction technique) et gradient conjugué (GC).

Les performances du GC et de l’ART sont régulièrement confrontées lors d’études comparatives
donnant généralement l’avantage aux techniques algébriques (Gaudette et al. 2000) (Bernhard
et al. 2008). Premier algorithme introduit en tomographie par rayons-X (Gordon et al. 1970), l’ART
permet de prendre en charge un grand nombre de données et reste donc à ce jour l’algorithme le
plusutilisé en tomographie optique.Cependant celui-ci souffre d’un comportement asymptotique
cyclique dans certaines situations (Censor et al. 2001) et nécessite une régularisation implicite.

La méthode du gradient conjugué a été introduite dans les années 1950 par Magnus Hestenes et
Eduard Stiefel pour la résolution de systèmes linéaires (Hestenes et Stiefel 1952) avant d’être
modifiée par R. Fletcher et C. Reeves en 1964 qui en feront une méthode de minimisation de
critère quadratique non contraint (Fletcher et Reeves 1964). La convergence de cette méthode
est assurée pour les critères quadratiques tels que le critère (VII.4) (Sun et Yuan 2006) et il a été
montré que si le paramètre considéré n’est pas le nombre d’itérations mais le temps de calcul
le GC pouvait s’avérer plus efficace que l’ART (Arridge et Schweiger 1998). Cependant le GC
nécessite une réinitalisation régulière de l’algorithme au cours des itérations afin de compenser la
dégradationdesmises à jour (Sun et Yuan 2006). De plusmalgré une programmation relativement
aisée, la prise en compte de contraintes, comme la contrainte de positivité, ne peut se faire sans
une gymnastique algorithmique lourde.
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(a) (b)

Figure VII.2 – Schéma du comportement des algorithmes de type descente de gradient (a) et SSU (b)
pour l’optimisation d’un critère quadratique. Celui-ci est représenté en 2D par des courbes de niveaux. pp0q
étant le point de départ, chaque segment représente une itération.

L’ensemble de ces considération nous ont amenés à nous intéresser à un autre type d’algorithmes
nommés algorithmes SSU pour single-site update.

VII.4.2 Méthode SSU

Les algorithmes SSU sont des algorithmes de type Gauss-Siedel (Fortin 2008). Contrairement au
gradient conjugué qui à chaque itération met à jour l’ensemble du vecteur p, ils reposent sur une
mise à jour composante par composante. Celles-ci sont donc balayées cycliquement au cours des
itérations. Formellement, cela revient à créer la suite

 
ppkq(kPN convergeant vers la vraie valeur

pÆ de p définie par

ppkq � ppk�1q � upkqep
upkq � argmin

uPR J
�
ppk�1q � uep

	
où les pe1, � � � , ePq sont les vecteurs de la base canonique.

Le pas de mise à jour se calcule alors simplement en résolvant l’équationBBu J �ppk�1q � uep
	 � 0

où

J
�
ppk�1q � uep

	 � 1
2

���m�H
�
ppk�1q � uep

	���� 1
2
ptGp� btp� c� uetpb� uptGep � 1

2
u2etpGepBBu J �ppk�1q � uep

	 � uetpb� uptGep � uetpGep

soit

u � ��
Gp� bt

�
ep

etpGep
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en rappelant queG � HtH, b � �Htm et c � 1{2}m}22.
La convergence de la méthode est assurée asymptotiquement par la convexité du critère J
(Bertsekas 1995). L’intérêt majeur de cette technique est sa facilité de mise en œuvre, qui se
passe en particulier d’un calcul de dérivée, et qui conduit à des coûts d’implémentation très
réduits appréciés pour l’optimisation de systèmes de grande taille (Bouman et Sauer 1993). Un
autre atout de taille est la possibilité d’imposer des contraintes sans problème algorithmique par-
ticulier. Par exemple, la contrainte de positivité des composantes de p passe simplement par leur
mise à zéro si leur mise à jour est négative. Cette contrainte est naturelle en tomographie optique
de luminescence dans le cadre de la localisation de source et la facilité de son implémentation a
été l’un des arguments qui nous a poussés à choisir les méthodes SSU.

Il faut cependant noter que la vitesse de convergence de cette méthode est fortement liée à l’ordre
de mise à jour des composantes. L’efficacité de la méthode peut alors en être fortement dégradée,
ce qui peut expliquer pourquoi cette dernière reste pour l’instant peu utilisée en tomographie
optique.

VII.5 Conclusion du chapitre

Au cours de ce chapitre introductif à la théorie des problèmes inverses, nous avons présenté les
notions de problèmes mal posés et mal conditionnés ainsi que les difficultés qui leur étaient liées.
Nous nous sommes principalement focalisés sur l’inversion par optimisation de critère, pénalisé
ou non. Nous nous sommes aussi attachés à faire le lien entre l’approche déterministe classi-
quement rencontrée dans la littérature de la communauté physicienne et l’approche statistique
encore marginale (Ye et al. 1999). Cependant cette approche est intéressante à plusieurs niveaux.
Elle offre tout d’abord un cadre cohérent et rigoureux à l’inversion englobant et généralisant
la notion de pénalisation, mais elle offre aussi des outils puissants de caractérisation comme la
borne de Cramér-Rao étudiée au chapitre IV. Enfin nous avons présenté un algorithme itératif
(SSU) encore peu utilisé en tomographie optique mais qui nous semble présenter un potentiel
intéressant pour la localisation de sources luminescentes. Il constituera la base de la procédure
d’inversion développée dans le chapitre suivant.
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Apartirde certains outils présentés dans le chapitre précédent, une procédure d’inversion a été
mise au point. L’objectif in fine est de démontrer la faisabilité d’une reconstruction tomogra-

phique sur l’appareil d’imagerie commercial de la société Quidd, le QOS (Quidd Optical System),
puis de mettre au point la première version d’une fonctionalité tomographique plus complète
destinée à être installée sur l’imageur. La simplicité de ce premier travail a été principalement
imposée par la configuration actuelle du système expérimental et la volonté de fournir la preuve
de concept en suivant la méthodologie exposée au chapitre suivant. Il était de plus nécessaire de
mettre en oeuvre une technique flexible pouvant s’adapter aux développements technologiques
futurs du QOS. L’objectif est donc de mettre en place une procédure rapide, robuste, versatile
et facilement modifiable. Dans ce chapitre nous introduisons et testons cette procédure sur des
données générées numériquement.

VIII.1 Présentation du modèle étudié

Dans ce chapitre nous considérons le problème canonique évoqué au chapitre IV : la localisation
de sources ponctelles dans un milieu homogène. Nous nous plaçons en particulier dans une
configuration de type bioluminescence, c’est-à-dire dans le cas de sources dont l’émission ne
dépend pas d’une excitation lumineuse.

VIII.1.1 L’échantillon test numérique

Le système étudié est le milieu effectif homogène (Fig. VIII.1) introduit au chapitre V dont nous
rappelons les caractéristiques dans la table VIII.1.

n g µs [mm�1] µa [mm�1] Epaisseur [mm]
1.38 0.9 36.7 0.029 9

Table VIII.1 – Caractéristiques optiques et géométriques du milieu

Figure VIII.1 –Milieu homogène effectif et conventions choisies

Le repère a été choisi demanière à ce que la couche soit infinie dans le plan xy et de façon à placer
la côte z � 0 au niveau de la face supérieure (cf. Fig.VIII.1). Le volume d’intérêt est délimité par
l’épaisseur de la couche et la dimension du champ de vue, une zone carrée de 18mm� 18mm.
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(a) Maillage intérieur
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(b) Plans de détection

Figure VIII.2 – Géométrie choisie pour les reconstructions numériques. Les points bleus représentent le
centre des voxels intérieurs. Les plans de détection son représentés en rouge.

VIII.1.2 Paramétrisation du problème

L’intérieur de ce volume d’intérêt a été discrétisé en 4335 volumes élémentaires, ou voxels appelés
aussi par la suite sites ou positions, de dimension 1.11mm�1.11mm�0.55mm soit 4ltr�4ltr�2ltr
(cf. Fig VIII.2(a)). Le centre de chaque voxel correspond à une position possible de source. À la
l-ième position est associée une intensité βl de la source bioluminescente dans le voxel l, donnée en
Watts. L’ensemble de ces intensités est regroupédans un vecteur paramètrep � pβ1, β2, � � � , β4335q.
Le but de la procédure peut alors être vu comme la reconstruction de « cartes » d’intensités de
sources.

VIII.1.3 Les mesures

La géométrie de détection a été choisie en fonction des résultats du chapitre V : deux plans
encadrant la couche (cf. Fig. VIII.2(b)). Ceux-ci sont arbitrairement divisés en 64 pixels détectant
un signal sur 2π sr. Cela correspond à une situation où les capteurs seraient au contact physique
du milieu. L’ensemble des 8192 mesures, ou données, est regroupé dans le vecteur d’observation
m.

Afin d’éviter de commettre le crime inverse - inverser des mesures avec le même modèle que
celui ayant servi à les générer - les données seront générées en résolvant l’ETR par méthode de
Monte-Carlo (MMC) et, éventuellement, légèrement perturbées par un bruit d’instrumentation,
modélisé par un bruit blanc additif gaussien de moyenne nulle. Pour avoir un niveau de bruit
visible sur les mesures, la variance est arbitrairement choisie à 5% de la valeur maximale des
mesures.

Quel que soit le nombre de sources présentes dans le milieu, les données sont dans un premier
temps générées pour une source ponctuelle. Les symétries du problème permettent alors de
calculer les résultats de la MMC sur un maillage en coordonnées cylindriques. Les résultats sont
ensuite adaptés sur lemaillage de détection cartésien défini par la figureVIII.2(b), puis, dans le cas
où plusieurs sources sont présentes, leurs différentes contributions sont ajoutées pour données
les images mesurées finales.

Il est alors possible de noter que, même sans bruit gaussien supplémentaire, les mesures seront
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entachées d’un certain nombre de bruits de modèle : le bruit dû à l’erreur de maillage des plans
de détection, le bruit dû à l’erreur demaillage du volume, en effet la source réelle ne se situera pas
forcément exactement au centre d’un des voxels définis plus haut, et enfin le bruit dû à l’erreur
de modèle de propagation utilisé pour la reconstruction (qui ne sera pas l’ETR).

VIII.1.4 Le modèle direct

Le modèle de propagation choisi est l’approximation de la diffusion dans le cas statique. La
grandeur considérée est le flux défini au chapitre II et donné par

Jn prq � �Dn � ∇Uprq
où D � cltr{3 est le coefficient de diffusion, etU la densité d’énergie.

La surface des pixels des plans de détection est supposée suffisamment faible pour faire l’hypo-
thèse que le signal est uniforme sur chaque pixel, et les voxels sont considérés comme des sources
ponctuelles repérées par leur centre. La densité d’énergie est alors directement calculée à partir
de la fonction de Green d’une tranche donnée par la méthode des images

Gprd � rvq � 1
D

8̧
k��8���exp

�
ıκ
���rd � rpkqv

���	���rd � rpkqv

��� � exp
�
ıκ
���rd � rpkqi

���	���rd � rpkqi

��� ���
avec

rpkqv � ������ xvyvzk � zv � 2kd � 4kzb
, rpkqi � ��������� xvyvzi � #�zv � 2kd � p4kd � 2qzb, (face du haut)�zv � p2k � 2qd� p4kd � 2qzb, (face du bas)

où d est l’épaisseur de la tranche, zb la longueur extrapolée définie au chapitre III, pxv, yv, zvq les
coordonnées du centre d’un voxel et rd la position du centre d’un pixel de détection.

L’ensemble des signaux générés par l’ensemble des voxels est regroupé dans une matrice H de
dimension 8192 � 4335. Celle-ci est alors donnée directement par le gradient de la fonction de
Green. Si nous notons h jl l’élément de H à la j-ème ligne et à la l-ième colonne, nous avons
simplement

h jl � �Dn � ∇Gpr j � rlq
Le modèle discret linéaire ainsi choisi peut alors simplement s’écrire sous la formem � Hp.

VIII.2 La procédure d’inversion

Pour les raisons évoquées au chapitre précédent, la procédure d’inversion sera centrée sur l’op-
timisation du critère quadratique sous contrainte de positivité suivant

p P RP�, Jppq � 1
2
}m�Hp}22 � 1

2
ptGp� btp� c

par utilisation de la méthode SSU.
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Un rapide calculdunombrede condition (ou conditionnement) de lamatriceGpermetdevoir que
le problème est très mal conditionné, CondpGq � 4� 1014 " 1 et nécessite donc d’être régularisé.
Nous avons choisi dans cette partie une méthode de régularisation différente des méthodes
classiques présentées au chapitre précédent. En effet on peut remarquer que le conditionnement
du problème s’améliore si le nombre d’éléments de G diminue ce qui revient à diminuer le
nombre de voxels sur lesquels l’algorithme d’opimisation va itérer (cf Fig. VIII.3). Cette approche
dispose d’un autre avantage : la diminution du nombre de voxels à mettre à jour permet aussi
d’accélérer la convergence de l’algorithme SSU.

La procédure d’inversion se déroule donc en deux étapes : une première étape d’initialisation par
laquelle le nombre de voxels est réduit une première fois, puis l’étape d’optimisation proprement
dite.
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(b) 150 voxels CondpGq � 1.73� 1013

Figure VIII.3 – Evolution du nombre de condition de la matrice G pour deux valeurs du nombre de
voxels.

VIII.2.1 Initialisation de la procédure

Cette première étape consiste donc à diminuer le nombre de voxels, c’est-à-dire le nombre de
sources ponctuelles potentielles. L’idée est alors de ne garder que les positions ayant le plus de
chance de contenir effectivement une source.

La matriceH est construite de manière à ce que le nombre de colonnes correspondent au nombre
de voxels et le nombre de lignes au nombre de pixels des plans de détection.Ainsi chaque colonne
deH représente l’image sur les plans de détection due à une source placée dans un voxel donné.
Il est donc possible de se représenterH comme une base de données contenant toutes les images
mesurables pour l’ensemble des voxels. L’idée est donc de comparer le vecteur de mesures m à
l’ensemble de ces images potentielles et de quantifier leur ressemblance. Une manière de faire
consiste à calculer la projection dem sur cette base de données, c’est-à-dire à calculer un vecteur
pinit tel que ses composantes pinitl s’écrivent

pinitl � ht
lm}hl}}m}

où hl est la l-ème colonne de H. En se souvenant que ht
lm est le produit scalaire de hl par m, on

peut constater que pinitl est homogène à un cosinus et que plus celui-ci est proche de 1 plus la
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solution représentée par hl est probable. En effet imaginons un instant la situation où le signal
sur les capteurs est uniquement dû à une source d’intensité unité et qu’aucun bruit n’entâche les
mesures. Il est facile de voir que l’une des colonnes de lamatriceH correspondra alors exactement
à m et que la composante de pinit associée vaudra rigoureusement 1.

L’étape d’initialisation consiste donc à calculer pinit à partir des données et à ne garder que les
colonnes deH (ou les sites) correspondant à certaines valeurs des pinitl .

L’ordre demise à jour jouant un rôle important dans la convergence de l’alogrithme, la procédure
a été conçue de manière à ce que l’algorithme mette à jour en priorité les voxels ayant le plus de
chance de contenir une source, c’est-à-dire qu’ilmet à jour les voxels par ordre de pinitl décroissants.

VIII.2.2 Optimisation du critère

L’optimisation du critère se fait par méthode SSU. Le principal argument d’utilisation de cette
technique est sa simplicité de programmation qui permet une prise en compte de la contrainte
de positivité ainsi que la possibilité de progammer très simplement la réduction progressive du
nombre de sites à mettre à jour. D’un point de vue technique cela revient à ne plus faire la mise à
jour de certains voxels pour lesquels l’intensité trouvée est négligeable après un certain nombre
d’itérations. Dans la suite nous choisirons de ne plus mettre à jour des positions pour lesquelles
l’intensité associée est inférieur à 5% de l’intensité maximale trouvée par l’algorithme au bout
de 10 itérations, c’est-à-dire après que chaque site ait été mis à jour 10 fois. Cela a aussi l’intérêt
d’accélérer progressivement la convergence de l’algorithme au fur et à mesure de l’optimisation.

VIII.3 Localisation de sources ponctuelles

Dans la suite nous testerons l’algorithme afin de localiser et d’estimer l’intensité de sources
ponctuelles. Il est important de noter qu’aucune information a priori concernant le nombre de
sources ou leur caractère ponctuel n’a été ajouté demanière explicite dans le code de la procédure.
Cependant le choix du seuil de la carte d’initialisation, c’est-à-dire du nombre de positions mises
à jour, ainsi que la méthode de réduction du nombre de sites sont fortement liés au nombre et à
la forme des sources.

VIII.3.1 Localisation d’une source unique

Nous nous intéressons dans un premier temps à la localisation d’une source ponctelle située au
point de coordonnées p�3.33mm, 4.44mm,�3.5mmq (cf Fig. VIII.4).
Reconstruction à partir de mesures non bruitées

Nous considérons tout d’abord que les mesures sont uniquement perturbées par les erreurs
de modèle évoquées à la section VIII.1.3. La figure VIII.5 montre alors les images générées
numériquement par méthode de Monte-Carlo.

La figure VIII.6 représente la carte d’initialisation pinit sous la forme de coupes dans les trois
plans. Il est alors facile de remarquer que cette carte délimite une zone à peu près centrée sur la
position réelle de la source. Le seuil de valeur des piniti a été choisi de sorte à ne garder que 150
sites dans cette zone (cf. Fig VIII.3.b).
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Figure VIII.4 – Position de la source ponctuelle
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(a) Image au niveau du plan de détection supérieur
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(b) Image au niveau du plan de détection inférieur

Figure VIII.5 – Images sur les deux plans de détection pour une source ponctuelle

L’étape d’optimisation est alors faite sur ce nombre réduit de sites. Les résultats sont présentés
sur la figure VIII.8. Afin de montrer le caractère instable du problème non régularisé, nous avons
aussi affiché les résultats non régularisés donnés par un algorithme conventionnel du gradient
conjugué et par une fonction d’inversion utilisée en « boîte noire », la division par la gauche
du logiciel Matlab. Les intensités ont été normalisées par l’intensité théorique de la source
qui a été fixée à 1W. L’inversion par méthode SSU permet de retrouver une source située enp�3.33mm, 4.44mm,�3.41mmq, soit une erreur de 0.09 mm sur la profondeur, avec une intensité
d’environ 0.84, soit une erreur de 16%. Les erreurs de modèles entraînent en effet une repartition
de l’intensité de la source sur d’autres sites. La prise en compte des intensités associées à quatre
positions adjacentes à celle de la source réelle permet de retrouver une intensité globale de 0.93
et donc de baisser l’erreur à 7%. L’instabilité du problème empêche par contre les deux autres
procédures d’aboutir à une solution acceptable.

Une autre série de reconstructions a été effectuée dans le cas extrême où, suite à l’initialisation,
seuls 5 voxels ont été conservés. Les résultats sont résumés dans la table VIII.2 et sur les courbes
de la figure VIII.8. Nous pouvons alors remarquer que la méthode SSU converge vers le même
résultat que précédemment avec une légère erreur sur la profondeur de la source. L’intensité de
la source est toujours sousestimée. La prise en compte cette fois-ci d’un seul autre site permet de
retrouver une intensité globale de 1.094 soit une erreur d’environ 9%. LesméthodesduGC et de la
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(a) Coupe dans le plan yz en x � �3.33 mm
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(b) Coupe dans le plan xz en y � 4.44 mm
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(c) Coupe dans le plan xy en z � �3.50 mm

Figure VIII.6 – Trois coupes représentant la carte d’initialisation pinit

division par la gauche affichent cette fois-ci des résultats beaucoup plus exploitables. Elles sont en
particulier capables de localiser la source avec lamême précision que laméthode SSU. Cependant
elles surestiment son intensité de plus 350%. Nous pouvons voir ici une influence de la contrainte
de positivité. Les deux dernières méthodes n’étant pas contraintes, elles peuvent compenser
un surplus d’énergie par l’ajout de sources d’intensité négative entraînant une dégradation de
l’estimation de l’intensité de la source réelle. Les méthodes de type SSU démontrent ici tout leur
intérêt pour la reconstruction de sources luminescentes.

source réelle résultats par SSU résultats par GC résultats par Matlab
x -3.33 mm -3.33 mm -3.33 mm -3.33 mm
y 4.44 mm 4.44 mm 4.44 mm 4.44 mm
z -3.5 mm -3.41 mm -3.41 mm -3.41 mm

intensité 1.000 0.882 3.867 3.867

Table VIII.2 – Résultats des reconstructions pour les trois méthodes
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(a) Reconstruction par méthode SSU (b) Reconstruction par gradient conjugué

(c) Inversion par division par la gauche en Matlab

Figure VIII.7 – Résultats des reconstructions sur 150 sites par les trois approches : (a) SSU (b) GC (c)
division par la gauche, à partir de mesures non bruitées. Pour les procédures (b) et (c) seuls les voxels ayant
une intensité positive sont représentés. Le point rouge indique la position réelle de la source.
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(a) Nombre de voxels à mettre à jour après initialisation (b) Reconstruction par méthode SSU

(c) Reconstruction par gradient conjugué (d) Inversion par division à gauche en Matlab

Figure VIII.8 – Résultats des reconstructions sur 5 sites par les trois approches (a) SSU (b) GC (c)
division par la gauche, à partir de mesures non bruitées. Pour les procédures (b) et (c) seuls les voxels ayant
une intensité positive sont représentés. Le point rouge indique la position réelle de la source.
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Reconstruction à partir de mesures bruitées

Les mesures sont maintenant perturbées par un bruit additif gaussien (cf Fig. VIII.9) supposé
blanc pouvant être assimilé à un bruit d’instrumentation de type bruit thermique par exemple.
Le choix de ce type de bruit est aussi sous-entendu par l’approche choisie. En effet le fait de
travailler sur la minimisation du critère des moindres carrés suppose un a priori de bruit gaussien
(cf Chap. IV et VII).

L’intérêt de travailler sur des mesures numériques bruitées est principalement de tester la ro-
bustesse de la procédure au bruit. Comme précédemment une première inversion est réalisée
sur un nombre de sites réduit à 150 puis une seconde est faite à partir de 5 voxels. Le caractère
instable du problème empêchant d’exploiter toute méthode d’inversion non régularisée, seuls les
résultats de la méthode SSU sont présentés (cf. Fig. VIII.10 et Table VIII.3)
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(a) Image au niveau du plan de détection supérieur
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Figure VIII.9 – Images en présence de bruit sur les deux plans de détection pour une source ponctuelle

(a) Reconstruction sur 150 sites (b) Reconstruction sur 5 sites

Figure VIII.10 – Résultats des reconstructions par méthode SSU à partir de mesures bruitées pour
différents nombre de sites. Le point rouge indique la position réelle de la source.

Dans les deux cas, l’algorithme démontre une bonne robustesse sur la localisation de la source.
Cependant la présence du bruit dégrade légèrement l’estimation de son intensité en particulier
dans le cas de l’optimisation sur 150 sites où l’erreur est de plus de 20%. Dans le cas de l’inversion
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source réelle résultats pour 150 sites résultats pour 5 sites
x -3.33 mm -3.33 mm -3.33 mm
y 4.44 mm 4.44 mm 4.44 mm
z -3.5 mm -3.41 mm -3.41 mm

intensité 1.000 0.789 0.792

Table VIII.3 – Résultats des reconstructions pour différentes tailles du volume mis à jour

sur 5 voxels par contre, la prise en compte de l’intensité du site ajdacent situé juste en dessous de
la position reconstruite permet de trouver une intensité globale de 1.10, soit une surestimation
de 10% seulement.

VIII.3.2 Discussion

Cette première série de reconstructions est encourageante. La structure actuelle de la procédure
démontre une bonne capacité à localiser la source ponctuelle et ce, malgré les bruits de modèle,
bruits qui peuvent expliquer les erreurs sur l’estimation des intensités. En effet la source ne se
trouve pas tout à fait sur une position permise par le maillage intérieur choisi. L’algorithme SSU
tend alors à positionner la source sur une maille située légèrement au dessus de la position réelle
de la source et sous estime donc son intensité. Cet effet est accentué en présence de bruit de
mesure.

VIII.3.3 Localisation de plusieurs sources

Dans cette section nous nous intéressons à la capacité de l’algorithme à localiser plusieurs sources
ponctuelles présentes simultanément, ici trois. Le but est en particulier d’étudier l’influence de
la présence d’autres sources sur la reconstruction d’une source. La figure VIII.11 résume les
positions de trois sources. Il faut noter ici que seule la capacité de localisation nous intéresse et
non pas la résolution spatiale de l’algorithme, c’est-à-dire sa faculté à séparer de sources proches
l’une de l’autre. C’est pourquoi les sources seront placées suffisamment loin l’une de l’autre de
manière à être correctement résolues.
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Figure VIII.11 – Position des trois sources ponctuelles
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coordonnées [mm]
source 1 (5.55, 4.44, -2.70)
source 2 (-3.33, 5.55, -4.50)
source 3 (0.00, -4.44, -5.00)

Table VIII.4 – Coordonnées des trois sources

Reconstructions à partir de mesures non bruitées

Comme dans le cas de la source ponctuelle, nous commençons par réaliser des reconstructions
sur des mesures non bruitées (cf Fig. VIII.12).
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(a) Image au niveau du plan de détection supérieur
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Figure VIII.12 – Images sur les deux plans de détection pour les trois sources ponctuelles de la figure
VIII.11

Les figures VIII.13, VIII.14 et VIII.15 présentent des coupes de la carte d’initialisation prises aux
coordonnées des trois sources. Il est encourageant de voir se dégager clairement trois zones
centrées sur chacune des sources mêmes pour les sources profondément enfouies. Cependant les
valeurs des pinitl associées à ces sources étant plus faibles que pour les sources plus en surface, un
seuillage trop sévère de la carte d’initialisation risque de forcer l’algorithme à « oublier » certaines
sources. La situation extrême à 5 voxels étudiée dans le cas d’une source ponctuelle ne pourra
pas être reproduite ici et l’algorithme devra itérer sur un plus grand nombre de sites, ralentissant
de fait son exécution. Afin de maintenir un rapport sources/nombre de sites constant, le seuil de
l’initialisation sera choisi de manière à conserver 150 sites (cf. Fig. VIII.16).

Les résultats de l’inversion par méthode SSU sont résumés dans la table VIII.5 et sur la figure
VIII.17. Nous pouvons alors constater que la procédure arrive globalement à retrouver les trois
sources avec des erreurs sur la profondeur ne dépassant pas le demi milllimètre, soit environ 2ltr.
Si les intensités des sources 1 et 3 sont reconstruites avec moins de 5% d’erreur, celle de la source
2 située au milieu du slab est moins bien estimée. L’intensité a en particulier été répartie sur trois
voxels. En ne considérant que le voxel de plus forte intensité, nous sousestimons celle-ci de 37%.
Cependant si nous prenons aussi en compte l’intensité des deux voxels adjacents nous obtenons
une intensité total de 1.155 soit une erreur ramenée à un peu moins de 16%.
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(b) Coupe x � �3.33 mm
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FigureVIII.13 – Coupes de la carte d’initialisation pinit dans le plan yz à trois abscisses x correspondant
aux positions des sources
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(a) Coupe en y � 4.44 mm
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(b) Coupe en y � 5.55 mm
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(c) Coupe en y � �4.44 mm

FigureVIII.14 –Coupes de la carte d’initialisation pinit dans le plan xz à trois ordonnées y correspondant
aux positions des sources
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(b) Coupe en z � �4.50 mm
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(c) Coupe en z � �5.00 mm

FigureVIII.15 – Coupes de la carte d’initialisation pinit dans le plan xy à trois côtes z correspondant aux
positions des sources

Reconstructions à partir de mesures bruitées

Les mesures sont à nouveau perturbées par un bruit gaussien modélisant un bruit d’instrumen-
tation (cf Fig. VIII.18). Nous pouvons remarquer que visuellement les signaux produits par les
sources 2 et 3, bien que toujours visibles, sont fortement altérés par le bruit.

La figure VIII.19 et la table VIII.6 présentent le résultat de l’inversion par méthode SSU. Là
encore l’algorithme démontre une bonne robustesse au bruit. Les résultats pour les sources 1 et 3
sont en particulier très proches de ceux trouvés pour des mesures non bruitées, l’estimation des
intensités se trouve légèrement dégradée par la présence du bruit mais l’erreur reste inférieure
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Figure VIII.16 – Sites mis à jour après l’étape d’initialisation

FigureVIII.17 – Résultats des reconstructions par méthode SSU à partir de mesures bruitées. Les points
rouges indiquent la position réelle des sources.

20%. Cependant comme nous nous y attendions la reconstructionde la source 2 est beaucoup plus
délicate. Si la profondeur reste bien estimée, son intensité et sa localisation en xy sont dégradées
par le bruit. L’intensité se trouve en particulier répartie sur trois sites situés à 1mm de part et
d’autre de la position réelle de la source dans la direction Ox. Cependant la prise en compte de
ces sites permet d’estimer l’intensité globale de la source à 0.974, soit une erreur de moins de 3%.

VIII.3.4 Discussion

Cette nouvelle série de reconstructions démontre également la capacité de l’algorithme à estimer
correctement la position et l’intensité des sources. La présence de plusieurs sources ne paraît pas

position position reconstruite intensité intensité reconstruite
réelle[mm] par SSU [mm] réelle par SSU

source 1 (5.55, 4.44, -2.70) (5.55, 4.44, -2.87) 1.000 1.032
source 2 (-3.33, 5.55, -4.50) (-3.33, 5.55, -4.50) 1.000 0.630
source 3 (0.00, -4.44, -5.00) (-0.00, -4.44, -5.05) 1.000 0.958

Table VIII.5 – Résultats des reconstructions des trois sources par méthode SSU
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(a) Image au niveau du plan de détection supérieur
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(b) Image au niveau du plan de détection inférieur

Figure VIII.18 – Images sur les deux plans de détection pour une source ponctuelle

FigureVIII.19 – Résultats des reconstructions par méthode SSU à partir de mesures bruitées. Les points
rouges indiquent la position réelle des sources.

altérer directement les performances de l’algorithme. Cependant les erreurs de modèle toujours
présentes ainsi que le plus grandnombre de sites àmettre jour - qui est dû à la présence simultanée
de plusieurs sources - influence fortement la qualité de l’évaluation des intensités des sources.

VIII.4 Conclusion du chapitre

Au cours de ce chapitre nous avons présenté la procédure d’inversion et nous l’avons validée
sur la localisation de sources ponctuelles situées dans une couche homogène de milieu diffusant.
Nous avons utilisé pour cela deux modèles différents pour générer numériquement les mesures
et pour les inverser : l’ETR dans le premier cas et l’approximation de la diffusion dans le second.
Ceci permet de s’affranchir d’artefacts qui peuvent rendre la reconstruction triviale (« crime
inverse »). Nous avons aussi montré l’intérêt que constitue la simplicité de programmation des
méthodes SSU. Cela est en particulier clairement mis en lumière par l’importance de la contrainte
de positivité sur les reconstructions. Cette contrainte est particulièrement adaptée aux problèmes
de tomographie optique de luminescence et sa prise en compte permet une amélioration nette de
la stabilité des inversions. Nous avons pu ainsi montrer que notre approche permettait, dans cette
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position position reconstruite intensité intensité reconstruite
réelle[mm] par SSU [mm] réelle par SSU

source 1 (5.55, 4.44, -2.70) (5.55, 4.44, -2.87) 1.000 1.088
source 2 (-3.33, 5.55, -4.50) (-4.44, 5.55, -4.50) 1.000 0.497
source 3 (0.00, -4.44, -5.00) (-0.00, -4.44, -5.05) 1.000 0.834

TableVIII.6 – Résultats des reconstructions des trois sources par méthode SSU pour des mesures bruitées

situation, de s’affranchir d’une régularisation de type Tikhonov, évitant ainsi le calcul explicite
d’un paramètre de régularisation. Cela se fait cependant au prix de l’introduction d’un certain
nombre de valeurs seuil dont la détermination bien que très intuitive doit se faire de manière
empirique.
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L’enjeu de ce chapitre est multiple. Tout d’abord il constitue un aboutissement de l’ensemble
des travaux présentés au cours de cette thèse, utilisant la plupart des concepts abordés. Il

sert aussi de preuve de concept à la mise en place future d’une fonctionnalité tomographique
sur le système d’imagerie QOS. Enfin il pose les fondations de cette mise en œuvre future. Dans
ce chapitre nous commençons par décrire le protocole expérimental, en présentant en particulier
rapidement l’imageur de la société Quidd. Puis nous revenons sur la procédure d’inversion pour
mettre en avant les modifications apportées afin de prendre en compte les contraintes imposées
par le contexte expérimental. Enfin nous présentons les premiers résultats d’inversions réalisées
à partir d’images prises par le QOS.

IX.1 Présentation du protocole expérimental

Le protocole présenté ici est à l’origine de plusieurs choix effectués au cours de notre étude, en
particulier celui de s’intéresser à la localisation de sources ponctuelles dans unmilieu homogène.

L’objectif est simple : démontrer la faisabilité d’une recontruction tomographique par localisation
d’une source laser fibrée, assimilée à une source ponctuelle, située en profondeur dans un échan-
tillon test homogène en résine. Il s’agit d’établir une preuve de concept, la plus solide possible,
sur laquelle les développements futurs pourront s’appuyer.

IX.1.1 Le QuiddOptical System

Le QOS (Fig. IX.1) est un système d’imagerie optique caractérisé par à un haut dégré de robotisa-
tion. L’appareil est encore en développement et les travaux de ce chapitre ont été réalisés à partir
d’un des derniers prototypes. Schématiquement celui-ci se compose d’une enceinte étanche à la
lumière contenant un système de détection optique (Fig. IX.3) pouvant se mouvoir dans l’espace
autour de l’objet observé. Il dispose de trois degrés de liberté en translation et d’un degré de
liberté en rotation d’une amplitude de 120˚(Fig. IX.2(a)).

Le QOS est conçu pour l’imagerie de bioluminescence et de fluorescence en réflexion (ou Fluo-
rescence Reflexion Imaging). Pour cela deux modes d’excitation sont disponibles : un mode dit
« champ large » correspondant à une position verticale de la caméra éloignée de l’objet d’inté-
rêt (¡ 30 cm) et pour lequel l’excitation est réalisée par quatre plafonniers situés dans la partie
supérieure du QOS (cf Fig. IX.2(b)), et un mode dit « champ proche » dans lequel le système de
détection est situé à quelques centimètres de l’objet et pour lequel l’excitation est assurée par un
anneau situé autour de l’objectif (cf Fig. IX.2(c)).

La source d’excitation (Eldim, Caen, France) est une source halogène de 250W dont le signal est
redirigé soit dans l’anneau d’excitation soit dans les plafonniers grâce à un système de fibres
optiques.

Le bloc de détection (Eldim, Caen, France) est composé d’un capteur matriciel CCD refroidi de
1500 � 1020 pixels et d’un objectif télécentrique-image de focale égale à f � 28.4mm et ouvert à
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Figure IX.1 – Quidd Optical System

f {4. Il permet ainsi une quantification absolue de la luminance dans le plan demise au point après
calibration à l’aided’une sourceplane lambertiennede luminance connue. La sensibilitémaximale
de l’ensemble est donnée par le contructeur à 0.15 µW.sr�1.m�2 soit 4.79�1011 photons.sr�1.m�2

à la longueur d’onde de 635 nm.

L’imageur dispose de deux roues de 9 filtres (Semrock,Rochester, NY, USA) passe-bande. L’une
est placée en sortie de la source halogène et permet de choisir la longueur d’onde d’excitation
utilisée dans le cas de l’imagerie de fluorescence. La seconde, placée après l’objectif, est utilisée
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(a) Mobilité du bloc détection

(b) Excitation en mode champ large (c) Excitation en mode champ proche

Figure IX.2 – Schémas de fonctionnement du QOS

Caméra

Système de 
profilométrie 3D

Anneau 
d'excitation

Excitation 
champ large

Figure IX.3 – Bloc de détection

pour la détection des signaux luminescents. Compte tenu des utilisations biomédicales, les filtres
ont leur bande passante principalement dans le rouge et le proche infrarouge (entre 700nm
et 900nm), mais d’autres gammes de longueurs d’onde sont possibles (par exemple dans le
vert pour des expériences utilisant la GFP ou Green Fluorescence Protein ou certaines molécules
bioluminescentes). Cette configuration permet ainsi un large choix dans les combinaisons de
longueurs d’onde étudiées.
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Enfin l’appareil possède une fonctionnalité de profilométrie 3D permettant l’acquisition de la
forme de l’objet étudié. La procédure se fait par triangulation à l’aide d’une ligne laser et d’une
caméra dédiée (Fig. IX.3).

IX.1.2 L’échantillon test et la source

L’échantillon test est une demi-sphère diffusante en résine de polymèremélangée à des particules
d’oxyde de titane réalisée et caractérisée à partir de la référence (Moffitt et al. 2006). Cependant
la réalisation de ce type d’échantillons et la calibration de leurs proriétés optiques constituent un
sujet en soi et restent délicates. Ainsi pour l’instant nous n’avons accès qu’à une plage de valeurs
pour les propriétés optiquesde l’échantillon test.Un ajustement a doncd’abord été nécessaire afin
de faire coïncider la forme des taches de diffusionmesurées expérimentalement et celles obtenues
par calcul en utilisant l’approximation de la diffusion. Les propriétés optiques et géométriques
sont résumées sur la table IX.1.

diamètre [mm] n g µ1s [mm�1] µa [mm�1]
29.4 1.55 0.53 0.6 0.006

Table IX.1 – Propriétés optiques et géométriques de la demi-sphère

Cinq trous ont été percés à l’interieur de la demi-sphère comme indiqué sur la figure IX.4, un à la
verticale et quatre autres inclinés de 45˚et situés à 90˚les uns des autres. La profondeur de chacun
des trous est donnée par la table IX.2

Figure IX.4 – Coupes dans le plan xz du échantillon test hémisphérique

profondeur [mm]
trou 1 12.75
trou 2 15.30
trou 3 17.85
trou 4 20.40
trou 5 22.95

Table IX.2 – Propriétés optiques et géométriques de la demi-sphère

La source utilisée est une diode laser (Edmund Optics, Barrington, NJ, USA) de puissance maxi-
male 5mWà 635 nm injectée dans une fibre optiquemultimode (ThorLabs, Newton,NJ, USA). La
fibre est insérée dans un des trous faits dans la sphère. Cela permet de créer des pseudo-sources
luminescentes dont l’intensité est indépendante de leur position et de l’environnement.

IX.1.3 Acquisition et traitement des images

Les travaux de cette partie ont été réalisés en étroite collaboration avec l’équipe R&D de Quidd
Canada, dont les ingénieurs sont à l’origine du protocole expérimental exposé dans ce chapitre



120 Chapitre IX. Reconstructions sur données expérimentales : premières validations

ainsi que des images enregistrées.

Une série de trois images a été réalisée, la fibre étant insérée successivement dans les trous 1, 2 et
4 (Fig. IX.5).

(a) Fibre placée dans le trou 1 (b) Fibre placée dans le trou 2

(c) Fibre placée dans le trou 4

Figure IX.5 – Images 1500 � 1020 pixels acquises par la caméra. Les échelles de couleurs sont adaptées
dynamiquement en fonction du niveau de signal.

Dans les trois cas, la caméra a été placée à une distance de 164 mm à la verticale de l’échantillon
test. La mise au point a été faite sur le sommet de la demi-sphère. Le champ de vue a été fixé à
66� 44cm2. Pour chaque image, l’échantillon est positionné de manière à toujours placer la tache
de diffusion au même endroit. Le temps d’acquisition a été fixé à 30 secondes.

La puissance mesurée en sortie de la fibre est réglée à 0.8mW. Une densité optique est utilisée
afin de baisser celle-ci à 80nW.

Afin de réduire la taille du vecteur de mesures la résolution des images est réduite de 1500�1020
pixels à 72 � 52 (Fig. IX.6). Les valeurs données par le système de détection dans le plan de
mise au point ont été converties directement en luminance grâce à une procédure de calibration
constructeur. Celle-ci repose en particulier sur l’utilisation d’une source plane lambertienne de
luminance calibrée placée dans le plan demise au point de l’objectif. Les valeurs de sortie données
par la caméra CCD sont ensuite multipliées par un coefficient dépendant du temps d’acquisition
et du filtre utilisé pour finalement donner des mesures en W.m�2.sr�1.

IX.2 Modèle direct et calibration

Lemodèle depropagation choisi est à nouveau l’approximation de la diffusion en régime statique.
La grandeur calculée est aussi le flux surfacique défini au chapitre II et donné par

Jn prq � �Dn � ∇Uprq
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(a) Fibre placée dans le trou 1
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(b) Fibre placée dans le trou 2
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(c) Fibre placée dans le trou 4

Figure IX.6 – Images réduites à 72�52pixels en fausses couleurs. Les valeurs sont données enW.m�2 .sr�1

où D � cltr{3 est le coefficient de diffusion, etU la densité d’énergie.

La condition aux limites

Uprq � zbn � ∇Uprq � 0

où zb est la distance extrapolée, et l’hypothèse de surface lambertienne de la section III.3 per-
mettent alors d’écrire que la luminance à la surface de la demi-sphère est directement propro-
tionnelle à la densité d’énergie

Lprq � 1
π

D
zb
Uprq

La méthode choisie afin de générerU est la méthode du plan tangent présentée au chapitre III.
Pour une source de puissance Ps placée en rs et un point de la surface r la densité d’énergie est
donnée par

Uprq � PsGpr � rsq � Ps

D

�
exp pıκ}r� rs}q}r� rs} � exp pıκ}r� ri}q}r� ri} �

où

ri � 2zb � 2l
R

r� rs

l’ensemble des notations étant expliqué sur la figure IX.7.
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Figure IX.7 – Notations pour l’utilisation de la méthode du plan tangeant

Cependant les images expérimentales donnent une luminance dans le plan de mise au point, aux
erreurs dues à la profondeur de champ près. Comme nous l’avons dit à la section III.3, modéliser
précisément et quantativement ces erreurs est délicat. Nous supposerons donc dans la suite que
l’ensemble de ces erreurs nous permettent d’écrire la luminance à la surface de la sphère sous le
forme

Lprq � ΘcalUprq
où Θcal est un coefficient de calibration obtenu en comparant une image expérimentale de ré-
férence au résultat du modèle direct pour une position et une puissance de source connues. A
chaque pixel de la CCD nous associons ensuite une zone sur la surface de la demi-sphère. Nous
supposons que l’aire de cette zone est suffisamment petite pour considérer un détecteur ponctuel.
Θcal est alors calculé comme le rapport entre la valeur maximale trouvée avec l’image expérimen-
tale et celle obtenue par la méthode du plan tangent. Nous avons utilisé l’image faite pour la fibre
insérée dans le trou 1, et nous avons fixé pour tous les calculs de ce chapitre Θcal � 2.63� 106.

IX.3 La procédure d’inversion

La procédure d’inversion utilisée est similaire à celle du chapitre précédent, elle se déroule en
quatre étapes :

• création du maillage intérieur

• génération de la matrice H

• réduction des sites à itérer

• optimisation du critère par méthode SSU.

La présentation générale de l’ensemble de la procédure s’appuie sur des figures correspondant
au cas particulier où la fibre est située dans le trou 1. Cependant dans la suite des reconstructions
sont aussi effectuées pour les positions 2 et 3.

IX.3.1 Création du maillage intérieur

Dans le chapitre précédent le volume d’intérêt était relativement réduit : 18mm�18mm�9mm, et
le maillage intérieur couvrait donc tout le volume. Cependant les dimensions de la demi-sphère
utilisée sont telles que procéder ainsi dans le cas présent conduirait à manipuler des vecteurs
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et des matrices de très grande taille, diminuant ainsi la rapidité d’exécution de la procédure
d’inversion qui mettrait à jour des sites inutiles où la présence d’une source est très peu probable.
L’idée est donc d’introduire de l’information a priori sur la position de la source afin de limiter
le maillage intérieur à une certaine partie de la demi-sphère. L’approche choisie consiste alors
à prendre le point de signal maximal sur l’image CCD puis de le projeter sur la demi-sphère.
Le volume de reconstruction initial est alors construit sous la forme d’un cylindre de rayon fixé
arbitrairement à 10ltr et centré sur l’axe reliant le centre de la demi-sphère au point de luminance
maximale à la surface (cf Fig. IX.8).
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Figure IX.8 – Schéma représentant un exemple de maillage. Le plan de mise au point est affiché en rouge
et est légèrement décalé vers le haut pour plus de lisibilité. Un exemple de maillage intérieur est donné en
bleu. La position de la demi-sphère est repérée en noir.

Le pas entre chaque point dumaillage est fixé à 1/30 ième du rayon de la demi-sphère, soit environ
1mm, dans les trois directions de l’espace.

IX.3.2 Génération de la matrice H

Comme pour le chapitre précédent, les points dumaillage intérieur seront considérés comme des
positions possibles de sources ponctuelles isotropes, de sorte que la matrice H est directement
donnée par la fonction de Green définie par la méthode du plan tangent. Si nous notons h jl
l’élément deH à la j-ème ligne et à la l-ième colonne, nous avons alors

h jl � ΘcalGpr j � rlq
IX.3.3 Réduction du volume de reconstruction

Une fois la matrice H générée, la carte d’initalisation pinit est calculée. Nous rappelons ici l’ex-
pression des valeurs des composantes de pinit

pinitl � ht
lm}hl}}m}

Dans le cas où la fibre est insérée dans le trou 1, cette carte est donnée par la figure IX.9(a). Encore
une fois il est possible de dégager une zone approximativement centrée sur la position réelle de
la source. Le seuil d’initialisation est alors choisi de manière à garder 150 sites (cf Fig. IX.9(b)).
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(a) Exemple de carte d’initialisation
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(b) Sites mis à jour

Figure IX.9 – Etape d’initalisation dans le cas où la fibre est insérée dans le trou 1

IX.3.4 Optimisation du critère

L’inversion se fait par optimisation du critère quadratique

p P RP�, Jppq � 1
2
}m�Hp}22 � 1

2
ptGp� btp� c

sous contrainte de positivité par méthode SSU. Le nombre de sites mis à jour est progressivement
diminué au cours de l’optimisation. Seuls les sites ayant une puissance associée supérieur à 5%
de la valeur maximale trouvée sont mis à jour. Cette diminution se fait toutes les 5 itérations,
c’est-à-dire une fois que tous les sites ont été mis à jour 5 fois.

IX.4 Premières reconstructions

IX.4.1 Reconstructions à partir de 150 voxels

Une première série de reconstructions est réalisée à partir d’un volume initial consitué de 150
sites. Les résultats sont présentés sur la figure IX.10 et la table IX.3. Les puissances ont toutes
été normalisées par la puissance théorique en sortie de fibre. Pour les résultats de l’inversion,
seule la puissance maximale retrouvée est considérée dans la table. Nous rappelons que l’image
expérimentale prise pour la fibre placée dans le trou 1 est celle ayant servi à la calibration de la
procédure.

position théorique de la position reconstruite puissance puissance reconstruite
source ponctuelle [mm] par SSU [mm] réelle par SSU

trou 1 (-2.50, 10.19, 10.19) (-3.19, 9.26, 11.15) 1.000 0.857
trou 2 (-1.00, 12.00, 12.00) (-0.66, 11.13, 11.55) 1.000 0.652
trou 3 (-1.25, 15.32, 15.32) (-2.18, 14.38, 14.08) 1.000 0.845

Table IX.3 – Résultats des reconstructions par méthode SSU

Nous pouvons remarquer que la procédure permet de retrouver globalement la position de la
source avec une erreur d’environ 1mm dans les trois directions et ce, pour les trois positions de



IX.4. Premières reconstructions 125

(a) Fibre placée dans le trou 1 (b) Fibre placée dans le trou 2

(c) Fibre placée dans le trou 4

Figure IX.10 – Résultats des reconstructions pour les trois positions de fibre. La croix noire représentent
la position théorique de la source ponctuelle équivalente.

fibre. La puissance de la source est alors estimée avec une précision de 15% pour les trou 1 et 4.
L’erreur sur l’estimation de la puissance de la fibre pour le trou 2 est cependant sousestimée de
près de 35%.

Il faut voir dans ces erreurs l’influence principale des bruits de modèle. Ceux ci sont poten-
tiellement très variés : bruits dûs aux erreurs de mise au point, aux erreurs de positionnement
de la demi-sphère, aux erreurs de positionnement de la fibre dans le échantillon test, aux im-
précisions sur la connaissances des propriétés optiques, etc. Compte tenu de l’ensemble de ces
erreurs, le résultat de la procédure est encourageant et laisse présager une amélioration notable
des performances par la réduction de ces erreurs de modèle.

IX.4.2 Reconstructions à partir du site le plus probable

Une seconde série de reconstruction a été réalisée dans une situation où suite à l’étape d’initiali-
sation seul le site le plus suceptible de contenir une source a été conservé. Ce cas extrême n’est
rendu possible que par la connaissance a priori du caractère unique et ponctuel de la source re-
cherchée. Les résultats sont présentés sur la figure IX.11 et la table IX.4. A nouveau, les puissances
ont toutes été normalisées par la puissance théorique en sortie de fibre.

Deux résultats ressortent immédiatement. Tout d’abord il est rassurant de voir que la position de
la source reconstruite est la même que dans le cas précédent. Cela montre que, même dans le cas
d’une optimisation sur un plus grand nombre de sites, la procédure tend à placer la source sur le
site le plus susceptible d’en contenir une. Ensuite nous pouvons constater une forte amélioration
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position théorique de la position reconstruite puissance puissance reconstruite
source ponctuelle [mm] par SSU [mm] réelle par SSU

trou 1 (-2.50, 10.19, 10.19) (-3.19, 9.26, 11.15) 1.000 1.001
trou 2 (-1.00, 12.00, 12.00) (-0.66, 11.13, 11.55) 1.000 0.803
trou 3 (-1.25, 15.32, 15.32) (-2.18, 14.38, 14.08) 1.000 1.082

Table IX.4 – Résultats des reconstructions des trois sources par méthode SSU

(a) Fibre placée dans le trou 1 (b) Fibre placée dans le trou 2

(c) Fibre placée dans le trou 4

Figure IX.11 – Résultats des reconstructions pour les trois positions de fibre. La croix noire représentent
la position théorique de la source ponctuelle équivalente.

de l’estimation de la puissance de la source qui est dûe au caractère très contraint du problème :
l’algorithme de reconstruction n’a plus qu’un seul paramètre à estimer et ne possède donc qu’un
seul degré de liberté pour expliquer l’énergie mesurée. Cela va dans le sens de ce qui a été dit au
chapitre IV, la précision simple est meilleure que la précision conjointe, ou, dit autrement, il est
plus facile d’estimer un unique paramètre que plusieurs paramètres simultanément. Pour le trou
1 nous constatons enfin l’influence de la calibration qui permet de retrouver avec une excellente
précision la puissance de la source.

IX.5 Conclusion du chapitre

Au cours de ce chapitre nous avons appliqué la procédure introduite au chapitre VIII à des
images expérimentales. Une forte valeur ajoutée de cette étude est d’avoir mise en place pas à
pas une méthode bien maîtrisée dont nous connaissons les avantages et les points faibles. Pour
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cela nous avons fait un certain nombre de choix qui nous ont semblés pertinents : la réalisation
d’un échantillon test calibré, la prise d’images de qualité et l’ensemble de la procédure conçue
de manière rigoureuse. Ainsi la procédure d’inversion repose sur une réduction des volumes
d’intérêts et l’utilisation de la méthode SSU autorisant une programmation rapide et flexible
des contraintes que nous nous sommes fixées. Le choix du modèle direct, approximation de
la diffusion associée à la méthode du plan tangent, répond aux mêmes exigences d’efficacité
et de robustesse, mais pourra montrer ses limites pour des systèmes ou des échantillons plus
complexes.

Les premiers résultats présentés sont encourageants et démontrent la capacité de retrouver la
position d’une source à partir des images prises avec le QOS avec une précision pouvant atteindre
le millimètre pour une profondeur supérieure au centimètre dans un milieu caractérisé par une
longueur de transport ltr de 1.67 mm. Cependant comme nous l’avons déjà dit il s’agit là d’une
première étape et les résultats doivent être améliorés et validés sur d’autres géométries avant
d’espérer passer à l’imagerie in vivo.

IX.6 Perspectives

L’une des prochaines étapes devra nécessairement être la réduction des erreurs de modèle.
La structure actuelle de l’imageur permet en particulier d’en supprimer certaines. Ainsi les
erreurs de positionnement peuvent être corrigées en exploitant l’enregistrement du profil 3D de
l’échantillon test. Les erreurs de mise au point pourraient être réduites en exploitant les capacités
de mouvement 3D du bloc de détection. En effet effectuer une mesure en positionnant la caméra
très près de l’échantillon test en réduisant le champ de vue diminuerait l’influence de la courbure
de l’objet étudié sur la mise au point. Prendre alors plusieurs images pour différentes positions de
la caméra autour de l’échantillon test permettrait alors non seulement de couvrir l’intégralité de
la demi-sphère mais aussi d’augmenter le nombre de données utilisées pour l’inversion et donc
potentiellement la précision des reconstructions.

D’autres modifications passeront probablement par l’amélioration des techniques de caractérisa-
tion des échantillons test ou par la mise en place d’une procédure permettant d’estimer in situ
les propriétés optiques de l’objet étudié. Enfin d’autres axes de progression seront à envisager du
côté de la résolution du modèle direct : résolution de l’équation diffusion par d’autres méthodes
numériques (résolution par éléments finis ?), utilisation d’autres modèles de propagation que
l’approximation de la diffusion (ETR? Approximation PN d’ordre supérieur ?), ainsi que du côté
de la résolution du modèle inverse (résolution basée sur la forme (Boverman 2007) (Arridge et
Schotland 2009)).





Conclusion

Bilan

Au cours de cette thèse, nous nous sommes principalement appliqués à remplir deux objectifs :
améliorer notre compréhension des performances des techniques tomographiques optiques et
démontrer la faisabilité d’une telle technique sur un imageur planaire 2D commercial. Pour cela,
nous avons abordé les trois aspects qui constituent la problématique de la tomographie optique,
les problèmes direct, d’instrumentation et inverse.

Nous avons dans un premier temps abordé le problème de la propagation lumineuse en milieu
biologique. Pour cela nous nous sommes appuyés sur la théorie du transport en milieu diffusant.
Nous avons en particulier présenté le modèle le plus précis pour décrire cette propagation d’un
point de vue macroscopique, l’équation du transfert radiatif. Cette équation permet une descrip-
tion rigoureuse du transport lumineux dans des géométries quelconques sans aucune hypothèse
particulière. Nous l’avons utilisée à plusieurs reprises pour générer numériquement des données
ou des images afin d’appuyer l’ensemble de notre démarche. Lorsque que la contrainte temps
de calcul était primordiale nous avons utilisé une approximation de l’ETR, l’équation de la dif-
fusion, que nous avons résolu de manière exacte et approchée et qui nous a permis de mettre
en place des procédures rapides et efficaces. Nous avons enfin vu comment cette approximation
influençait notre modélisation des signaux mesurés et nous avons choisis d’adopter un modèle
dont la confrontation avec l’expérience s’est révélé très concluante.

Dans une seconde partie nous avons abordé le problème d’instrumentation d’une manière origi-
nale et encore peu exploitée en tomographie optique.Nous avons cherché à quantifier demanière
rigoureuse et quantitative l’influence de certains paramètres clés sur les performances théoriques
d’une technique de reconstruction tomographique. Pour cela nous nous sommes appuyés sur
deux éléments : un cadre probabiliste particulier (et les outils qu’il définit comme la variance
d’un estimateur et la borne de Cramér-Rao) ainsi que deux modèles de bruit couramment utili-
sés pour modéliser les perturbations des mesures expérimentales : un modèle additif gaussien et
un modèle de type Poisson . En nous plaçant dans le cas particulier de la localisation de sources,
cette borne a permis de définir une précision théorique ultime sur la localisation en profondeur
d’une source ponctuelle et de mettre en place une procédure d’évaluation de cette précision. Il a
ainsi étémontré que la connaissance des propriétés anatomiques et optiques dumilieu observé et
le niveau de bruit jouaient un rôle fondamental au niveau des performances théoriques et qu’un
choix judicieux dans le nombre de données et la manière de les acquérir permettait une améliora-
tion claire de ces performances. Cette analyse de Cramé-Rao permet non seulement de confirmer
plusieurs résultats fondamentaux dégagés par les récents travaux en tomographie optique mais
aussi de prévoir les performances de potentiellement n’importe quel protocole expérimental.
Elle apparaît clairement comme un outil d’un intérêt certain pour les phases de conception et
d’optimisation des prochaines générations de tomographes.

Enfin nous avons abordé la résolution du problème inverse en nous concentrant sur les notions
qui nous semblaient pertinentes.Nous avons en particulier choisi un algorithme d’inversion dont
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la simplicité de programmation permettait la prise en compte de contraintes intuitives, comme
la contrainte de positivité. Grâce à cet algorithme, une procédure de reconstruction a pu être
mise en place. Cette procédure a été testée dans un premier temps sur données numériques avec
des résultats convaincants. Celle-ci a surtout aussi pu être validée de manière expérimentale à
partir de mesures acquises avec un imageur planaire commercial existant. Cette procédure a en
particulier démontré des performances similaires à ce que nous sommes en droit d’attendre d’un
tomographe optique actuel.

Défis futurs et perpesctives

Les perspectives et les suites possibles à ce projet sont nombreuses et contribuent à le rendre
d’autant plus séduisant. Encore une fois trois axes de progression peuvent être envisagés.

Tout d’abord d’un point de vue théorique, plusieurs modèles de propagation allant au délà
de l’équation de diffusion sont envisageables. En effet bien que permettant la mise en place
de procédure d’inversion rapide l’approximation de la diffusion montre ses limites quand les
milieux diffusants considérés deviennent petits, très hétérogène à grande échelle, quand les
échelles de temps sont faibles ou quand les propriétés d’absorption ne sont plus négligeables
devant ses propriétés diffusantes. Les approximations PN d’ordre supérieur à 1 rencontrent
ainsi un succès croissant. L’ETR, bien que ne permettant pas encore de mettre en place des
méthodes numériques compatibles avec des temps de calculs acceptables en pratique, consitue
une autre piste d’amélioration. En effet les progrès constants des technologies de l’information, en
particulier avec le développement de machines multi-processeur et de la parallélisation, ou avec
l’apparation de nouveaux typesde processeurs, permettentd’envisager l’apparition prochaine de
solutions aux verrous que peuvent représenter certaines contraintes temporelles et mémorielles.

L’appareil sur lequel repose la dernière partie de cette thèse possède plusieurs fonctionnalités
déjà installées qui sont susceptibles d’améliorer les conditions dans lesquelles ont été effectuées
les reconstructions. La résolution du problème inverse bénéficierait donc grandement d’une
meilleure caractérisation de certains éléments du protocole expérimental comme l’échantillon
test ou le positionnement relatif du sujet d’étude et de la caméra. Une reflexion rigoureuse doit
en particulier être menée sur les aspects de caractérisation optique des tissus observés. En effet
notre étude repose sur une connaissance a priori des propriétés optiques de l’échantillon test,
grandeurs qui ne sont pas connues en pratique, surtout en imagerie in vivo du petit animal où les
variations inter- et intra-individuelles peuvent être importantes.

Enfin du point de vue du problème d’instrumentation plusieurs pistes d’améliorations sont là
aussi envisageables. L’analyse de Cramér-Rao pourrait en particulier être appliquée à des para-
métrisations linéaires plus proches des approches choisies en pratique et bénéficierait d’études
prélables et rigoureuses des bruits et erreurs de modèle propres à un instrument ou un proto-
cole donné. Nous pensons que la mise en place d’une procédure rigoureuse et quantitative des
performances des techniques tomographiques peut contribuer à améliorer les systèmes existants,
préparer de nouvelles générations d’appareils et finalement renforcer la place de la tomographie
optique dans le domaine de l’imagerie moléculaire.
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